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Zur Vorlesung von Prof. Dr. Fabien Morel, Dr. Andrei Lavrenov und Oliver Hendrichs im Winter-
semester 2024-25

Aufgabe 1 (6 Punkte)
Sei K ein Korper, sei V' ein K-Vektorraum, seien Uy, Us < V' Unterrdume und sei U = Uy + Us. Zeige,
dass die folgenden Aussagen dquivalent sind:

1. Seien uy € Uy und us € Uy sodass uy + uo = 0 gilt, dann ist u; = ug = 0.
2. Fiir jedes w € U ist die Darstellung u = uy + uo fiir uy € Uy, ug € Us eindeutig.

3. U1 n U2 = {0}

Losung:

1 =2 Sei u € U mit den Darstellungen u = uq + ug = v1 + vo mit u1,v1 € Uy, uo, v € Us. Dann gilt
Uy —v1 +ug—v9 =0

Wir haben also Vektoren uy — vy € Uy und ug — v9 € Uy deren Summe 0 ergibt. Laut Annahme
sind dann beide Vektoren gleich 0, also gilt u; = v; und ug = vo. Wann immer wir zwei
Darstellungen fiir einen Vektor u finden, sind sie demnach gleich. Insgesamt haben wir also
gezeigt, dass jeder Vektor u € U eine eindeutige Darstellung besitzt.

2 =3 Sei v € U; nU,, dann ist offenbar v € U; und v € Uy und es gilt 0 = v — v. Wir wissen aber
auch, dass 0 = 0+0 mit 0 € Uy, 0 € Uy gilt. Da die Darstellung eines Vektors eindeutig ist, folgt
daraus bereits v = 0.

3=1 Seien u; € Uy und us € Us, sodass u; + us = 0. Das bedeutet u; = —us. Da Vektorrdume
beziiglich der Multiplikation abgeschlossen sind, liegt damit auch wu; € Us, also in U; nUs. Da
dieser Raum laut Annahme trivial ist, gilt u; = 0 und damit auch us = 0.

Aufgabe 2 (24243 Punkte)
Sei (G, *) eine Gruppe, a € G. Wir definieren die Abbildungen f, : G - G, fo(x) = z * a und
9:G~G,g(a)=a),

1. Zeige: f, und g sind bijektive Abbildungen.
2. Ist f, bzw. g ein Homomorphismus?

3. Wir definieren
g= {fa ’ ac€ G}

Zeige, dass G mit der Komposition von Abbildungen eine Gruppe bildet.

Losung:



1. G ist eine Gruppe, folglich hat jedes Element ein inverses. Wir benutzen das um die Bijekti-
vitat zu zeigen:

fa Seien z,y € G gegeben, sodass fq(x) = fo(y), also x*a = y*a. Wir konnen diese Gleichung
von rechts mit ¢! multiplizieren und erhalten x = y, also ist f, injektiv.
Sei nun y € G gegeben, wir suchen ein Urbild. Es gilt f, (y * a‘l) =yxa'+a=y, also ist
y*a~! ein geeignetes Urbild und f, surjektiv. Zusammen sehen wir, dass f, bijektiv ist.

g Wir wissen, dass inverse Elemente eindeutig sind. Gilt also fiir ,y € G, dass 27! = g(z) =
g(y) =y!, dann folgt daraus bereits, dass 2 = y gilt und die Abbildung ist injektiv.
Jedes Element hat ein Inverses und das Inverse eines Inversen ist wieder das Element
selbst. Wir wihlen fiir ein gegebenes z € G also 7! und sehen, dass g (m_l) = (m‘l)_ =z,
das heifit die Abbildung ist surjektiv. Zusammen bedeutet das, dass g bijektiv ist.

2. fa Wir konstruieren ein Gegenbeispiel: Sei (G, *) = (Z,+) und sei a = 3. Dann gilt:
f3(1+1)=1+1+3=5#8=1+3+1+3=f3(1) + f3(1)

also ist f3 kein Homomorphismus. Die Aussage ist also im Allgemeinen falsch.’

g Wir betrachten zwei Elemente z,y € G, dann gilt:

glaxy)=(zxy) =y xa”!
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im Allgemeinen gilt y '+ 2zt £ 271+ y~! = g(2) * g(y), also ist g kein Homomorphismus.

3. Um zu zeigen, dass G eine Gruppe ist, miissen wir Abgeschlossenheit, Assoziativitit, Existenz
eines neutralen Elements und Existenz der inversen Elemente zeigen. Die Gleichheit von Ab-
bildungen f,, f, zeigen wir jeweils, indem wir tiberpriifen ob sie auf jedes Element x € G gleich
wirken.

(a) Seien a,be G, dann gilt fiir ein beliebiges Element x € X, dass

(fao fo)(@) = fa(fo(2)) = fa(z % b) =z + b+ a= fyua(x)

Da b *a € G liegt, gilt fy.q € G, also ist unsere Verkniipfung abgeschlossen.

(b) Die Assoziativitdt von Abbildungen ist eine allgemeine Aussage, also gilt sie auch fiir
FElemente aus G.

(c) Sei eg € G das neutrale Element von G, dann gilt fir a € G

fzz Ofe(; = feG*a = fa

also ist f., das neutrale Element von G.

(d) Sei a € G, dann suchen wir ein Element b € G, sodass fq 0 f, = fer,, da aber fo o fy = foua
gilt, ist diese Bedingung erfiillt, wenn wir b = ¢~ wéhlen.

Damit haben wir gezeigt, dass G eine Gruppe ist.

! f, ist aber ein Homomorphismus, wenn a das neutrale Element der Gruppe G ist.
24 ist genau dann ein Homomorphismus, wenn G eine abelsche Gruppe ist.



Aufgabe 3 (4 Punkte)
Zeige, dass die n-ten komplexen Einheitswurzeln

{wFk=0,...,n-1}

mit w, = exp(2mi/n) eine abelsche Gruppe beziiglich der Multiplikation bilden.

Losung:
Wir definieren die k-te Einheitswurzel (j, = wk (Sprich: zeta) und die Menge der n-ten komplexen
Einheitswurzeln p,, = {¢* |k € Z}.
Es gilt fiir k € Z:3
G = wk = exp(2mi/n)* = exp(2kmi/n)

Wir zeigen die Eigenschaften einer Gruppe: Abgeschlossenheit, Assoziativitit, Existenz eines neu-
tralen Elements, Existenz inverser Elemente und zuséatzlich Kommutativitat:

1. Seien (i, ( € pn, dann gilt
Ck - ¢ = exp(2kmi/n) - exp(2lmwi/n) = exp(2(k + 1)7i/n) = (ki
also liegt das Produkt wieder in pi,.
2. Alle Elemente in u, sind Elemente von C, also ist die Multiplikation assoziativ.
3. Es gilt {p = exp(0) =1, also ist (p das neutrale Element beziiglich der Multiplikation.
4. Es gilt fiir ein beliebiges k € Z, dass (i - (k. = Cn = 1, also ist (,_x das inverse zu (.
5. Die Multiplikation in C ist kommutativ, also ist auch die Multiplikation in u, kommutativ.

Folglich ist u, eine abelsche Gruppe.
Aufgabe 4 (1 + 2 + 1 Punkte)

Es seien
1 2 0 0
v=|2], wve=|2|, vs=|1], w=[17]cR?
3 6 0 42
gegeben.

1. Sind wvq,v2,v3,v4 linear unabhéngig?
2. Bestimme < vy, v2,v3,v4 >.

3. Gib eine Basis fiir den Vektorraum < vy, va, vs, v4 > an.

Lésung:

1. Da vy,v9,v3,v4 vier Vektoren in einem 3-dimensionalen Vektorraum sind, kénnen sie nicht
linear unabhéngig sein.

3Da exp(2nmi/n) = exp(2mi) = 1 gilt, kénnen wir prinzipiell mit k € Z, statt mit k = 0, ...,n-1 rechnen, da Cx = Crsn
gilt.



2. Es gilt:

1

E(U4—17U3) =e€3 (1)
und v3 = eg. Wir bestimmen

v1 — 2e9 — 3e3 = €1 (2)

also sind die drei Standardbasisvektoren in < vy, v9,v3,v4 > enthalten. Diese drei Vektoren
spannen den R? auf und alle Vektoren v; liegen in R?, also gilt < vy, va, v3,v4 >= R3.

3. Die drei Vektoren eq,es,e3 spannen den Vektorraum < vq,vo,vs,v4 > auf und sind offenbar
linear unabhéngig, also sind sie auch eine Basis.

Aufgabe 5 (1 + 3 + 2 Punkte)

Es seien
1 1 0
wi = 1 y wo = 2 s w3 = 1]e Rg
0 3 2
gegeben.

1. Zeige, dass wi, wa, w3 eine Basis von R? bilden.
2. Bestimme die beiden Basiswechselmatrizen zwischen der Standardbasis eq, es, es und wy, wa, ws.
3. Sei

0:R}>R3
(1,22, 23) = (21 + 373, 02 + 23, Tw1)
gegeben. Bestimme die Darstellungsmatrix von ¢ beziiglich der Basen (wj,ws,ws) nach

(617 €2, 63) .
Lésung:
1. wi,we,ws sind drei Vektoren in einem dreidimensionalen Vektorraum. Um zu zeigen, dass sie

eine Basis bilden reicht es also bereits zu zeigen, dass sie linear unabhéngig sind, oder dass sie
R? aufspannen. Wir priifen die lineare Unabhingigkeit und stellen die Gleichung

1 1 0
)\1 1 +)\2 2 +)\3 11=0 (3)
0 3 2

auf. Aus der ersten Zeile erhalten wir A\ + Ao = 0 und aus der dritten Zeile erhalten wir
39 + 23 =0, also gilt

3
Xo=-A1, Az=--Mg=-A 4
2 1, 3 9 2 2 1 ()

Wir setzen diese beiden Bedingungen in die zweite Zeile ein und erhalten
3 1
02)\14—2)\24—)\3:)\1—2/\14-5)\1:5)\1 (5)

also gilt A1 =0 und damit auch Ao = A3 =0 und die Vektoren sind linear unabhéngig.



2. Die Basiswechselmatrix von w1, ws,ws nach ey, es, eg erhalten wir, indem wir die drei Vektoren
nebeneinander schreiben: (Wir bezeichnen die Basis wq,ws, w3 als W und die Standardbasis

als F)
1 10
Tew=11 2 1
0 3 2
Es gilt Tw.g = TE}W, also invertieren wir die Matrix einfach. Dazu verwenden wir den Gauf-
Algorithmus
1 1 0(1 00 L 1 101 0O
1 2 1/010]——=011|-110
03 2|0 01 03 2|0 01
11 011 0 O
WS 1 1 o
00 -1]3 -3 1
11 01 0 O
WAL 1 02 2 1
0 0 -1]3 -3 1
10 0|-1 2 -1
i 01 02 -2 1
00 -1]3 -3 1
—1 0102 -2 1
00 1/-3 3 -1

die Losung steht nun auf der rechten Seite der erweiterten Koeffizientenmatrix, also gilt

-1 2 -1
Twep=|2 -2 1
-3 3 -1

3. Aus der Aufgabenstellung lesen wir ab, dass fiir die Darstellungsmatrix beziiglich der Stan-
dardbasis gilt:
1 0 3
Mpp(f)=10 1 1
700

Um die Darstellungsmatrix fir die gleiche Abbildung, aber beziiglich der Basen W nach F zu
bestimmen, berechnen wir

1 0 3 1 10 1 10 6
Mpw(f)=Mpe(f)Tew=10 1 1|1 2 1]=|1 5 3
700 0 3 2 7T 7 0

Aufgabe 6 (10 Punkte)
Untenstehend sind 10 mathematische Aussagen. Kreuze an, ob diese wahr oder falsch sind (Eine



Aussage ist wahr, wenn sie immer gilt. Eine Aussage ist falsch, wenn es mindestens ein Gegenbeispiel
gibt.), die Antworten miissen nicht begriindet werden.
Jede richtige Antwort gibt einen Punkt.

Wahr Falsch

(i) Jedes Erzeugendensystem eines Vektorraums ist linear unabhéngig. O O

(ii) Ist X eine linear unabhéngige Teilmenge eines Vektorraums, so ist jede O O
Teilmenge von X wieder linear unabhéngig.

(iii)  Ist V ein endlich erzeugter Vektorraum und ist U ¢ V ein Untervektor- O O
raum mit dim(U) = dim(V'), so ist U = V.

(iv)  Die Vektoren (1,0,1),(0,1,1),(1,1,0) bilde eine R-Basis von R3. O O

(v) Es gibt einen Untervektorraum von R?, der genau zwei Vektoren enthilt. O O

(vi) Sind f: X - Y und g:Y — Z Abbildungen zwischen nichtleeren Mengen, O O
und ist g o f surjektiv, so ist f surjektiv.

(vii)  Sind f: X -> Y und g:Y — Z Abbildungen zwischen nichtleeren Mengen O O
und ist g o f injektiv, so ist f injektiv.

(viii) Ist f : X - Y eine Abbildung zwischen nichtleeren Mengen, und ist O O
UcX,soist f[FL(f(U))=U.

(ix) Ist f: X - Y eine Abbildung zwischen nichtleeren Mengen, und ist O O
VeY,soist f(f1(V))=V.

(x) Es gibt mindestens einen Z-Vektorraum. O O

Losung:
Die Kommentare sind nicht nétig um die Aufgabe zu lsen, sondern dienen nur dem besseren
Verstandnis.

(i) Falsch. Wenn z.B. zu einer Basis weitere Vektoren hinzugefiigt werden, dann bilden die neuen
Vektoren immer noch ein Erzeugendensystem, sind aber nicht mehr linear unabhéngig.

(ii) Wahr. Hatte die Gleichung Ajvy +. ..+ Agvg = 0 eine nichttriviale Losung, dann hétte natiirlich
auch vy +...+ A\yv, =0 fiir n > k eine nichttriviale Losung.

(iii) Wahr. Sei dim(V') = n und sei u1,...,u, eine Basis von U. Dann hat diese dim(V') Elemente,
die alle in V' liegen, ist also eine maximal linear unabhéngige Menge in V', da dim(V') < oo.
Damit ist sie auch eine Basis von V. Da beide Vektorrdume die gleiche Basis haben, sind sie
gleich.

(iv) Wahr. Die Vektoren sind linear unabhéngig. Da es drei Vektoren sind, miissen sie auch eine
Basis von R? bilden.

(v) Falsch. Ein Untervektorraum ist ein Vektorraum, also ist er abgeschlossen unter Multiplikatio-
nen. Da unser Vektorraum zwei Vektoren enthalten soll, muss er einen Vektor v # 0 enthalten.
Damit enthélt er aber auch die Vektoren Av fir A € R.

(vi) Falsch. Im Allgemeinen muss das nicht gelten, es kénnte z.B. X = Z = {1} und Y = {1,2} mit
den Abbildungen f,g = (x — 1) gewéhlt werden. Dann ist g o f surjektiv, aber f nicht.



(vii) Wahr. Siehe Tutoriumsblatt 2, Aufgabe 2.

(viii) Falsch. Es kénnen Elemente die nicht in U liegen durch f auf f(U) abgebildet werden. Wéhle
beispielsweise X,Y =R und die Abbildung f(z) =1 mit U = {1}, dann ist f~[f(U)] =R.

(ix) Falsch. Beispielsweise f: {1} - Rund V = {1,2} mit f(1) = 1. Dann gilt f(f1[V]) = {1} # V.

(x) Falsch. Siehe Tutoriumsblatt 6, Aufgabe 4.



