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1 Abzählbarkeit

• Eine Menge X ist abzählbar, falls X = ∅ oder eine surjektive Abbil-
dung f : N → X existiert.

• Eine Menge X heißt überabzählbar, falls sie nicht abzählbar ist.

1.1 wichtige Fälle abzählbarer Mengen

• N,Z,Q

• beliebige Teilmengen abzählbarer Mengen

• abzählbare Vereinigungen abzählbarer Mengen, d.h. für abzählbare
Xn, n ∈ N ist

⋃
n∈N Xn abzählbar

• endliche Produkte abzählbarer Mengen, d.h.
∏n

i=1Xi

1.2 wichtige Fälle überabzählbarer Mengen

• die reellen Zahlen R

• überabzählbare Vereinigungen, z.B.
⋃

r∈R{r} = R

• Potenzmengen unendlicher Mengen, z.B. P(N)

• unendliche Produkte, z.B. schon
∏

n∈N{0, 1}
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2 Äquivalenzrelationen

• Gegeben eine Menge X, so ist eine Relation ∼ oder R ⊆ X ×X eine
Äquivalenzrelation gdw.

1. ∼ ist reflexiv, d.h. x ∼ x für x ∈ X

2. ∼ ist symmetrisch, d.h. x ∼ y ⇒ y ∼ x

3. ∼ ist transitiv, d.h. x ∼ y, y ∼ z ⇒ x ∼ z

• wichtigstes Beispiel einer Äquivalenzrelation: =

• Die Äquivalenzklasse eines Repräsentanten x ∈ X ist definiert als

[x] := {y ∈ X|x ∼ y}

• für x, y ∈ x gilt entweder [x] = [y] oder [x] ∩ [y] = ∅

• X ist die Vereinigung aller Äquivalenzklassen, d.h. X =
⋃

x∈X [x]

• eine Abbildung f : X → Y induziert eine Äquivalenzrelation, nämlich

x ∼ y ⇔ f(x) = f(y)

• Eine Menge X und Äquivalenzrelation ∼ induziert eine surjektive Ab-
bildung

π∼ : X ↠ X/ ∼
x 7→ [x]

• Für eine Menge X, Äquivalenzrelationen ∼i für i ∈ I ist der Schnitt⋂
i∈I ∼i=:∼ definiert durch

x ∼ y :⇔ ∀i ∈ I : xi ∼ yi (1)

eine Äquivalenzrelation

• Für eine Menge X ist die triviale Relation X×X, welche für beliebige
x, y ∈ X besagt, dass x ∼ y gilt, eine Äquivalenzrelation
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• Für eine beliebige Teilmenge R ⊆ X × X existiert eine eindeutige,
kleinste Äquivalenzrelation, welche R enthält, nämlich die erzeugte
Äquivalenzrelation: Man betrachte alle Äquivalenzrelationen Si ⊆ X×
X welche R enthalten, d.h. R ⊆ Si und nehme den Schnitt⋂

i∈I
Si (2)

Der Schnitt ist nichtleer (schließlich enthält die triviale Relation R und
ist eine Äquivlanzrelation) und für jede Äquivalenzrelation Si welche
R enthält, gilt ⋂

i∈I
Si ⊆ Si (3)
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