Lineare Algebra I

Losungsvorschléage zum Tutoriumsblatt 10

MOoRITZ FLEISCHMANN

Zur Vorlesung von Prof. Dr. Fabien Morel, Dr. Andrei Lavrenov und Oliver Hendrichs im Winter-
semester 2024-25
Disclaimer: Das sind keine offiziellen Losungen, sondern nur eine getexte Version der Lésungen zu
ausgewahlten Aufgaben (Dank geht hierbei an Andrei Lavrenov fiir seine Losungsskizzen), die ich
in meinem Tutorium bespreche. Fehler, Fragen oder Anmerkungen gerne an m.fleischmann@mnet-
online.de .

Wie {iblich, wen das Vorgeplénkel nicht interessiert, der kann die Losungen in den grau hinter-
legten Boxen finden.

Aufgabe 1
Sei K ein Korper. Wir definieren

A:(Z Z) B:(_dc _ab)eMg(K)

2. Angenommen ad - be # 0. Finde eine Matrix C € M»(K) sodass AC = CA = 1,.

1. Bestimme AB und BA.

3. Angenommen ad — bc = 0. Zeige, dass A nicht invertierbar ist.

Losung:

Zur Erinnerung: Sei K ein Kérper. Dann ist M, ,,(K) die Menge der Matrizen mit m Zeilen und n
Spalten.

Da die erste Rechnung eine Aufgabe zur Matrizenmultiplikation ist, definieren wir

Sei K ein Korper und seien A € My, ,(K), B € M,, ,(K). Die Eintrage von A und B nennen wir
a;j und B;;, wobei i € {1,...,m},j € {1,...,n},l e {1,...,k}. Dann ist das Produkt AB eine
Matrix C' € M, 1,(K) mit Eintrégen v; ;.* Fir diese gilt:

n
Vi = 2 @Bk
j=1

“Wer mit den Indizes einer Matrix genauso gern durcheinanderkommt, dem hilft vielleicht die gleiche (etwas
merkwiirdige und deswegen einpragsame) Merkregel wie mir: Stellt euch vor ihr seid in einem Hotel und wollt
zu eurem Zimmer. Dann geht man erst die Treppe nach oben, bis man auf dem richtigen Stockwerk ist und
dann geht man dort auf dem Flur entlang, bis man an der richtigen Tiir steht. Genauso machen wir es auch in
einer Matrix: Hierbei entsprechen die Zeilen den einzelnen Stockwerken des Hotels und die Eintrage jeder Zeile
entsprechen den Tiiren des Hotels. Also: An erster Stelle von «; i steht das Stockwerk auf dem man sich befindet,
an zweiter Stelle steht die Zimmernummer auf diesem Stockwerk - das heifit der erste Index bestimmt die Zeile
in der man sich befindet, der zweite in welcher Spalte.

Dies ist eine etwas abstrakte Definition, fiir die Berechnung werden wir das ganze anders aufschrei-
ben. Wir beachten jedoch folgendes: Prinzipiell miissen die Matrizen iiber dem gleichen Kérper sein,
ansonsten ist die Multiplikation zwischen Elementen nicht definiert. Dann miissen die Dimensionen
der Matrizen zusammenpassen. Die erste Matrix muss genauso viele Spalten haben, wie die zweite
Matrix Zeilen hat. Eine Multiplikation zwischen Matrizen bei denen diese beiden Zahlen nicht zu-
sammenpassen ist nicht moglich. Streichen wir die beiden Zahlen weg, so bleiben die Dimensionen
der neuen Matrix iiber.



Betrachten wir die Multiplikation genauer, dann sehen wir auch sofort, wieso das gelten muss.
Der Term

n
> @i Bk
7=1

entspricht genau dem Skalarprodukt zwischen einem Vektor (o1, 2,...,®;,) und einem Vektor
(B1iksB2ks- > Bnk). Das heiit der Eintrag an Stelle (i,k) ist das Skalarprodukt der i-ten Zeile
der ersten Matrix mit der j-ten Spalte der zweiten Matrix. Bezeichnen wir die Zeilen von A mit

ai,...,ay, und die Spalten von B mit by, ..., b, dann gilt also
ar -\ L. : (a1,b1)  ({a1,b2) - (a1,bg)
ap=[" 2 o by | <] (0 e e b
am IV b (amba) (o be)

Wenn man von Hand Matrizen berechnen will, dann kann man also beispielsweise die erste Zeile von
A mit jeder Spalte von B multiplizieren und das Ergebnis immer an die néchste Stelle schreiben,
dann fahrt man mit der zweiten Zeile fort, etc. Um sich das ganze zu vereinfachen kann man auch

folgende Schreibweise verwenden:
B

A AB

Will man dann einen Eintrag von AB berechnen, kann man eine gedachte Linie nach links ziehen
und erhélt die Zeile und eine weitere Linie nach oben und erhélt die Spalte, die man fiir das
Skalarprodukt braucht. Wir kénnen das ganze an einem kleinen Beispiel einmal rechnen. Sei

A1 Q2 . B- i1 P2
21 022 Po1 Bo2

AB - (01,151,1 +aipfa1 a11P12+ 011,252,2)
Oéz,1ﬁ1,1 + 042,252,1 042,1/31,2 + 042,252,2

wenn man hier auf die Indizes sieht, dann erkennt man sofort ein schones Muster und obige Formel
ist nicht mehr so gruslig. Das ganze konnte man sich jetzt natiirlich auch noch fiir gréflere Matrizen
aufschreiben, aber das werden Unmengen Terme.

Einen besondere Stellenwert haben hierbei quadratische Matrizen. Hierbei schreiben wir tbli-
cherweise M, (K) statt M, ,(K) wenn wir eine Matrix mit n Zeilen und Spalten meinen. Matrizen
bieten folgende schéne Option:

Dann gilt

Sei K ein Koérper. Dann definieren wir die Einheitsmatriz als die Matrix die 1 auf der Haupt-
diagonale stehen hat und 0 {iberall sonst. Wir schreiben also

10 - 00
01 - 00
1, = E, =diag(1,...,1)=|: & =~ 1
00 - 10
00 - 01

Die Einheitsmatrix ist deswegen schon, weil sie das neutrale Element der Multiplikation ist. Es gilt
namlich fiir alle A € M,,(K), dass E,A = AE,, = A. Das kann man gerne nachrechnen, schon um die
Matrixmultiplikation zu iiben. Wenn es ein neutrales Element gibt, dann ist die Frage, ob es auch
inverse Elemente gibt. Wir sagen also



Sei K ein Korper und A € M, (K). Wir nennen A invertierbar, wenn es eine Matrix B gibt,
sodass AB = 1, gilt. In diesem Fall nennen wir B die inverse Matrix zu A und schreiben sie
als A7L,

Wir werden sehen, dass nicht alle Matrizen invertierbar sind. Unabhéngig davon gilt aber auf je-
den Fall, dass die quadratischen Matrizen einer bestimmten Gréfle n mit der Matrixaddition und
Matrixmultiplikation einen Ring bilden.!

Da wir nun einige Definitionsarbeit geleistet haben, wollen wir die Aufgabe selbst l6sen:

1. Wir wollen die beiden Matrizen multiplizieren - mithilfe der obigen Formeln finden wir
a b\(d -b ad—-bc —ab+ba
AB:(C d) (—c a):(cd—cd ad—bc):(ad_bc)112

BA-= (_dc ‘ab) (Z 2) = (ad - be) 1

die Matrizen kommutieren also miteinander und ergeben ein Vielfaches der Einheitsmatrix.

und umgekehrt

2. Angenommen es gilt ad-bc # 0. Dann kénnen wir eine gesuchte Matrix C' einfach finden indem
wir das Ergebnis der ersten Teilaufgabe verwenden. Da unser Ergebnis das (ad—bc)-fache der
Einheitsmatrix ist, konnen wir B durch diesen Term teilen und erhalten fiir C' = (ad—bc) ' B,
dass AC = 15. Das C 16st also unsere Aufgabe und wir kdnnen sehen, dass es gleichzeitig das
Inverse zu A ist.

3. Angenommen es gilt ad — bc = 0. Dann gilt laut der ersten Teilaufgabe auch AB = BA = 0.
Nun nehmen wir an, dass A invertierbar ist sodass AA™! = 1 gilt. Dann:

B=(A1A)B=A"AB)=0

Wenn B die Nullmatrix ist, dann muss aber auch a,b,c,d = 0 gelten und damit A = 0. Da
aber fiir alle Matrizen D € M3(K) gilt, dass 0D =0, kann A nicht invertierbar sein, da auch
AA~' =0 # 1, gelten wiirde. Das ist aber ein Widerspruch zu unserer Annahme, also ist A
nicht invertierbar.

In den nachsten Wochen werden wir Determinanten besprechen und zeigen, dass eine Matrix genau
dann invertierbar ist, wenn ihre Determinante nicht Null ist. Die Determinante einer Matrix der
Form A ist dabei ad — bc, also haben wir diese Aussage hier bereits fiir 2 x 2 Matrizen gezeigt.

Aufgabe 2
Lose folgendes Gleichungssystem durch Umformung in Zeilenstufenform mithilfe des Gauf3-Algorithmus.

x1+2x2+x2+3x4:1
x1+$2+2x3—x4:—1

.%'1—3.732+4$3+5.%’4:5

'Das ist auch der Grund, wieso quadratische Matrizen praktisch sind. Wir kénnten prinzipiell fiir eine Matrix
A € My ,»(K) definieren, dass sie invertierbar ist, wenn es eine Matrix B € M, (K) gibt, sodass AB = 1,,. Aber in
diesem Fall sind A, B, 1,, allesamt Elemente unterschiedlicher Mengen und nicht gut kombinierbar, da beispielsweise
Al,, oder 1,,B und BA alle nicht definiert sind.



Losung:
Lineare Gleichungssysteme sind, sobald sie eine gewisse Grofe erreichen, nicht mehr gut “von Hand”
zu 16sen und wir sollten Matrizen anwenden.? Das beruht auf folgendem:
Angenommen wir haben ein lineares Gleichungssystem mit m Gleichungen und n Unbekannten,
also von der Form
a1 1T1 t 1222+ ...+ Q1 pnTn = >\1

Q2 1T1 + 022+ ...+ Q2 nTn = AQ

(1)

O, 171 + O 222 + 54 Qup n T = Ay

wobei die a;; und A; im konkreten Fall natiirlich Elemente aus einem Korper wéren. Die x; sind
dagegen unsere Unbekannten. Dann kénnen wir das auch als eine Matrixgleichung der Form Az = b
schreiben, das Gleichungssystem ist also dquivalent dazu, den Vektor = = (x1,...,x,) in folgender
Gleichung zu finden

a1 a1 o i\ [T A1
ag1 o2 v agn [lw2 | | A2
Am 1 Om2 - Omn/ \Tn Am

Multiplizieren wir das Produkt auf der linken Seite aus, so erhalten wir als Ergebnis einen m-
Vektor und jede Zeile entspricht einer der Gleichungen aus dem Gleichungssystem 1. Wir wollen die
Schreibweise allerdings noch vereinfachen. Der Vektor z dndert im Verlauf der ganzen Rechnung
seine Form nicht, also kann er auch weggelassen werden, genauso wie das Gleichheitszeichen. Wir
verwenden stattdessen die Schreibweise einer Erweiterten Koeffizientenmatriz, der Form (A | b),
also eine Matrix der Form

a1 o1 o Qi | A1
Qo1 Q2 vt Qap | A2
am,1 Om2 - OQmp Am

Nun iiberlegen wir uns, dass die Multiplikation einzelner Gleichungen mit einem Skalar, oder
die Addition von mehreren Gleichungen das Ergebnis des ganzen Gleichungssystems nicht dndert.
Genau die Schritte, die man also beim héndischen Lésen eines Gleichungssystems vornehmen wiirde,
kénnen wir dann auch bei der erweiterten Koffizientenmatrix anwenden. Die Koeffizienten der Matrix
A in der j-ten Zeile entsprechen, wie oben erldutert, genau den Koeffizienten der j-ten Gleichung.
Das Analogon der m-fachen Addition der j-ten Gleichung zur k-ten Gleichung ist also die m-fache
Addition der j-ten Zeile zur k-ten Zeile unseres Gleichungssystems Az = b. Genauso kann man auch
Gleichungen in ihrer Reihenfolge vertauschen, ohne dass sich etwas dndert. In der Matrix entspricht
das dem Vertauschen zweier Zeilen. Wir nutzen das nun aus um unsere Matrix in eine besonders
einfache Form zu bringen, ndmlich die Zeilenstufenform:

Sei K ein Korper und A € M, ,(K) eine Matrix. Sie ist in Zeilenstufenform, wenn in jeder Zeile
die Anzahl der Unbekannten niedriger ist als in der vorherigen Zeile. Unbekannte die in einer
Zeile nicht vorkommen koénnen auch in spéteren Zeilen nicht mehr vorkommen.

Wobei wir mit “nicht vorkommen” meinen, dass der jeweilige Koeffizient gleich Null ist. Eine Zei-
lenstufenform kann erreicht werden indem man alle Spalten durchgeht und dort sukzessive so viele
Elemente gleich Null setzt, wie man kann ohne, dass in einer der vorherigen Zeilen eine Variable

2Natiirlich sind nichtlineare Gleichungssysteme auch nicht gut von Hand l6sbar. Aber hier muss man andere
Methoden anwenden als Matrizen.



wieder eingefiihrt wird. Diese etwas abstrakte Beschreibung wollen wir nun mit der Aufgabenlésung
verdeutlichen:

Zuerst schreiben wir das Gleichungssystem in Matrixform:

1 -2 1 3|1
1 1 2 -1|-1
1 -3 4 5|5

Um die Matrix in Zeilenstufenform zu bringen gehen wir nun Spalte fiir Spalte durch und addieren
zu jeder geeigneten Zeile das Vielfache der obersten Zeile, die in der vorherigen Spalte eine Null
als Eintrag hat. Es gibt keine nullte Spalte, also fillt diese Bedingung fiir die erste Spalte weg. In
unserem Fall konnen wir die erste Zeile von der zweiten und dritten Zeile abziehen und erhalten

1 -2 1 3|1
0 3 1 -4|-2
0 -1 3 2|14

In der ersten Spalte steht also nur noch an erster Stelle ein nichttrivialer Eintrag. Wir wollen mit
der zweiten Spalte fortfahren. Wir kénnen nicht mehr mit der ersten Zeile arbeiten, da wir dann
in allen anderen Zeilen wieder einen Eintrag an erster Stelle hitten. Das Problem ergibt sich in
der zweiten Zeile nicht. Da der Eintrag an zweiter Stelle eine 3 und an dritter Stelle der zweiten
Spalte eine —1 ist, bietet es sich hier an die beiden Zeilen zu tauschen um Briiche zu vermeiden.®
Wir vertauschen also die zweite und dritte Zeile und erhalten

1 -2 1 3|1
0 -1 3 2|14
0 3 1 -4|-2

Nun konnen wir das 3-fache der zweiten Zeile zur dritten Zeile addieren und erhalten

1 -2 1 3|1
0 -1 3 2|4
0 0 10 2|10

In der dritten Spalte kbnnen wir nun nicht mehr fortfahren, das heiffit den Rest miissen wir durch
Substitution l6sen. Da wir drei Gleichungen fiir vier Unbekannte haben, ist zu erwarten, dass es eine
freie Variable gibt - das heifit wir haben keine eindeutige Losung, sondern einen eindimensionalen
Unterraum von Losungen, parametrisiert durch eine Variable, beispielsweise A\. Wir setzen x4 = A
und wollen alle anderen Unbekannten durch A ausdriicken. Wir bestimmen

1
10x3+2)\=10:>x3=1—5)\
Wir setzen nun unser Ergebnis fiir x3 in die zweite Zeile ein und erhalten
3
—l’2+3$3+2/\=—$2+3—5)\+2)\=4

©x2=—4+3—§)\+2)\=—1+gx\



und setzen das nun wiederum in die erste Gleichung ein:
14 1
x1—2x2+1‘3+3)\=1+2—E)\+1—g)\+3)\=1
14 1
= I 21—1—2*‘3)\4'5)\—3)\:—2

Also lautet die Losungsmenge fiir das lineare Gleichungssystem:

0 -2
L —1
£ = )\ 51 + )\ EK
-3 1
1 0

“Es gibt keinen mathematischen Grund an dieser Stelle die Zeilen zu vertauschen, da sich dadurch, wie gesagt,
am Gleichungssystem selbst nichts dndert. Meiner Erfahrung nach ist das Hauptproblem beim l6sen von solchen
Gleichungssystemen aber, dass man sich verrechnet. Je einfacher man also die Zahlen hélt, desto weniger verrechnet
man sich und desto korrekter wird die Aufgabe. Ich hab mich sicherlich nicht mehrmals verrechnet!

In obiger Aufgabe haben wir natiirlich sehr viel mehr geschrieben als man normalerweise schreiben
sollte. Normalerweise schreibt man nur die Matrizen und die Transformationen auf.® In kiirzerer
Schreibweise konnte man die Aufgabe auch so 16sen (wobei wir streng genommen nicht mehr den
GauB-Algorithmus, sondern den GauB-Jordan-Algorithmus verwenden) indem wir danach noch von
jeder Zeile untere Zeilen abziehen um mehr Nulleintrige zu erhalten.

*Die von mir empfohlene Schreibweise ist hierbei ein Pfeil —» und dariiber/darunter die Transformationen. Ein
Folgepfeil = ist falsch, da es hier nicht um die logische Verkniipfung von Aussagen geht. Sind die Transformationen
voneinander abhéngig, beispielsweise fiir I + I1 und II + I1], muss angegeben werden in welcher Reihenfolge die
Transformationen ausgefiihrt werden.



Wir verwenden den GauB-Jordan-Algorithmus:

1 -2 1 311 11111_11 1 -2 1 3|1
1 1 2 -1]-1|—=5]0 3 1 -4]|-2
1 -3 4 515 0 -1 3 2| 4
1 -2 1 3|1

Hellfo-13 2|4

0 3 1 -4]|-2

1 -2 1 3|1

UL +30 ) 5| 4

0 0 10 2/10

IT-(-1)
— 510 1 -3 -2|-4
1
0 1 1|1
I-IIT 1 =2 0 ¥1]o
5

I3 [0 g

00 1 £ |1

1 00 0]-2

ﬂ, 01 0 _g -1

001 £ |1

und koénnen das Ergebnis direkt ablesen. Es gilt, wenn wir x4 = A\ setzen:

I = -2
7
=-A-1
T2 5
1
=——A+1
T3 5
also ist unser Losungsraum:
0 =2
I -1
L= 5 |+ AeK
-1 1
1 0

Wie wir sehen wird unser Beweis durch die andere Schreibweise sehr viel kiirzer und angenehmer
zu lesen und durch die Anwendung des Gauf-Jordan-Algorithmus vereinfacht sich auch das Lésen
des Gleichungssystems das man erhélt, wenn die Matrix auf Zeilenstufenform gebracht wurde.

Aufgabe 3
Sei K ein Korper und U,V Vektorrdume iiber K. Seien P < @ < U Unterrdume und sei L: U - V
ein Vektorraumhomomorphismus. Zeige, dass dim(L(Q)) - dim(L(P)) < dim(Q) — dim(P) gilt.

Losung:
Wir werden fiir diese Aufgabe Sétze liber die Dimensionen von Vektorrdumen verwenden, siehe



meine Losung zum achten Tutoriumsblatt. Es gilt:
dim(U/Q) = dim(U) - dim(Q)

fiir Quotientenrdume und
dim(U) = dim(im(f)) + dim(ker(f))
fiir lineare Abbildungen. Mit diesem Wissen kénnen wir die Aufgabe bereits 16sen. Wir betrachten

zwel verschiedene Beweise:

Da f:U — V gilt und P ein Unterraum von @ ist, ist auch L(P) ein Unterraum von L(Q); Beide
sind Unterrdume von V. L induziert nun eine lineare Abbildung

L*: Q/P - L(Q)/L(P)
x+ P~ L(z)+ L(P)

wir wollen priifen ob diese Abbildung wohldefiniert ist. Fiir jedes beliebige x + P ist L*(z) definiert
als L(x) + L(P). Da L(x) per Definition in L(Q) liegt macht das Sinn. Seien nun z,y € @ und
A €K, dann gilt:

L*Mx+P)+(y+P))=L"(M\v+y+P)
=L(\z+y)+ L(P)
=L(\x) + L(y) + L(P)
=AL(x)+ L(P)+ L(y) + L(P)=AL"(z+ P)+ L"(y+ P)
also ist L* auch ein Homomorphismus. Die Abbildung ist surjektiv, denn fiir jedes y + L(P) €
L(Q)/L(P) existiert ein z € @, sodass L(x) =y, also gilt auch L*(z + P) = y + L(P). Da die

Abbildung surjektiv ist, muss dim(Q/P) > dim(L(Q)/L(P)) gelten. Wir wenden nun den Satz
iiber Dimensionen von Quotientenrdumen an und erhalten

dim(Q/P) > dim(L(Q)/L(P)) < dim(Q) — dim(P) > dim(L(Q)) — dim(L(P))
was genau das gewiinschte Ergebnis ist.
Fiir den zweiten Beweis verwenden wir den Rangsatz:

Die lineare Abbildung L : U — V induziert zwei weitere lineare Abbildungen

Llg - L(Q)
x— L(x)

und analog fiir P. Es ist hier wichtig zu beachten, dass nicht nur die Bilder, sondern auch die Kerne
moglicherweise unterschiedlich sind. Denn gilt « € ker(L)\@, dann ist natiirlich « ¢ ker (L|g) € Q.
Wir nutzen diesen Fakt fiir unseren Beweis, denn es gilt

zeker (L|p) < Lip(z) =0= L|g(z) =0 < z e ker (L|g)

wobei wegen obigen Arguments auch gilt, dass moglicherweise ker (L|g) ¢ ker (L|p) gilt. Da wir
also nur eine einseitige Inklusion haben, der Kern von L|g also gréfler sein kann als der Kern von



L|p, gilt auch
dim (ker (L|p)) < dim (ker (L|g)) (2)

was wir nun verwenden kénnen um unsere Aussage zu zeigen. Es gilt mit dem Rangsatz jeweils
fir die beiden Abbildungen L|g und L|p, dass

dim(Q) = dim (im (L|g)) + dim (ker (L|g))
dim(P) = dim (im (L|p)) + dim (ker (L|p))
Wir ziehen nun die zweite von der ersten Gleichung ab und erhalten
dim(Q) — dim(P) = dim (im (L|g)) + dim (ker (L|g)) — dim (im (L|p)) — dim (ker (L|p))

Es gilt fur die Kerne dim (ker (L|g)) — dim (ker (L|p)) > 0, wegen Ungleichung 2. Das heifit aber
auch, dass

dim (im (L|g))+dim (ker (L|g))—dim (im (L|p))-dim (ker (L|p)) > dim (im (L|g))—dim (im (L|p))

Wir tiberlegen uns nun noch, dass natiirlich im (L|g) = L(Q) und im (L|p) = L(P) gilt, der rechte
Term der letzten Ungleichung also L(Q)—L(P) ist. Wenn wir die letzten beiden (Un-)Gleichungen
nun zusammenfiigen erhalten wir genau

dim(Q) - dim(P) > dim(L(Q)) - dim(L(P))
was zu zeigen war.

Aufgabe 4

Sei K ein Korper. Sei A € My, »,(K) eine Matrix mit Rang r. Zeige, dass es Matrizen B € M,, »(K)
und C € M, ,(K) gibt, sodass A= BC.

Lésung:

Wir erinnern uns an die Definition des Rangs einer linearen Abbildung

Sei K ein Korper und U,V Vektorrdume iiber K. Sei f : U — V eine lineare Abbildung. Dann
ist der Rang von f definiert als

rk(f) = dim(im(f))

also die Dimension des Bildes.

Da es zu einer linearen Abbildung f auch eine Matrix A € M, ,,(K) mit m = dim(V'),n = dim(U)
gibt, konnen wir das Konzept natiirlich ohne weiteres iibertragen und den Rang einer Matrix als
die Dimension des Bildes der Matrix definieren. Es gibt aber auch folgende Definition

Sei K ein Korper und sei A € M,, ,(K), dann ist der Rang von A die Anzahl der linear unab-
héngigen Spalten von A.

Teilweise auch mit Zeilen statt Spalten. Es zeigt sich jedoch, dass diese beiden Definitionen dquiva-
lent sind. Dazu iiberlegen wir uns folgendes: Wir wissen, dass die Spalten einer Matrix die Bilder
der Basisvektoren sind. Ist also uq,...,u, eine Basis von U, sowie v1,..., v, eine Basis von V und
ist A eine Abbildungsmatrix beziiglich dieser Basen, dann gilt

I |
A= (Au1 AUQ Aun
I |



wobei die Vektoren Au; dann jeweils in der Basis vy, ..., vy, dargestellt werden. Die Dimension eines
Vektorraums ist unabhéngig von der Darstellung in einer Basis, das gilt natiirlich auch fiir das Bild
einer Abbildung. Da die Vektoren Aug, ..., Au, offensichtlich ein Erzeugendensystem des Bilds sind,
ist die Dimension einer Basis die maximale Anzahl linear unabhéngiger Vektoren. Das heiffit wenn
wir die zweite Definition des Rangs verwenden und die Anzahl der linear unabhédngigen Spalten
einer Matrix zdhlen, erhalten wir die Dimension des Bildes der Matrix, also die erste Definition des
Rangs - und umgekehrt. Somit sehen wir (das ist wie tiblich kein Beweis, sondern ein Versuch das
ganze intuitiv darzustellen), dass die beiden Definitionen von Rang iibereinstimmen. Wir erinnern
uns auch an die Formel

Mc g« (f) =Ter.cMc,s(f)TB,B

die die Darstellung einer linearen Abbildung beziiglich der Basen C* und B* durch Basiswechsel-
matrizen und die Darstellungsmatrix beziiglich Basen C, B ausdriickt. Mit diesem Wissen kénnen
wir die Aufgabe l6sen:

Unsere Matrix ist A € M, ,,(K). Wir bezeichnen nun mit B,, die Standardbasis von K" und mit
B,, die Standardbasis von K.

Da A den Rang r hat, wissen wir, dass im(A) die Dimension r hat, also gibt es eine Basis
v1,...,0 von im(A), die wir C nennen. Da im(A) ¢ K™ gilt, konnen wir Vektoren w,...,ug
finden (mit k =m —r), sodass v1,...,0,,u1,...,u; eine Basis von K™ ist. Wir nennen diese Basis
C'. Dann gibt es eine Transformationsmatrix von B,, nach C, geschrieben T¢ p,,. Die Matrix A
induziert eine weitere Matrix A’ € M, ,,(K) die Elemente aus K" auf Elemente in im(A) abbildet,
wobei wir letzteren Raum als einen Untervektorraum von K™ verstehen konnen, beispielsweise
per Einbettung. Die Einbettung kénnen wir dabei durch eine Matrix I € M, ,,(K) beschreiben.
Es handelt sich dabei um eine “abgeschnittene” Einheitsmatrix. Um das ganze tibersichtlicher zu
gestalten wollen wir die Basen der Matrizen mit aufschreiben.

A, B, =1B,, c'Ac'B, = TB,,.c'lc.cAc,B,

wir stoflen hierbei auf keine Probleme, da wir die Basis C’ so angeordnet haben, dass die Vektoren
aus C die ersten r Vektoren bilden. Wir betrachten nun welche Dimensionen unsere Matrizen
haben. Ac p, ist eine Matrix die einen n-Vektor auf einen r-Vektor abbildet, also eine r x n
Matrix. T'g,, ¢ ist eine Basiswechselmatrix in K™, also eine quadratische m x m Matrix. I ist
eine Einbettung von einem r-dimensionalen in einen m-dimensionalen Vektorraum, also eine m x r
Matrix. Das Produkt T's,, crIcr ¢ ist also eine m x r Matrix.

Damit haben wir mit T',, cvIcr.c € My, »(K) und Ac g, € M, ,(K) die zwei gesuchten Matrizen
gefunden.
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