Lineare Algebra I

Losungsvorschliage zum Tutoriumsblatt 11

MoRITZ FLEISCHMANN

Zur Vorlesung von Prof. Dr. Fabien Morel, Dr. Andrei Lavrenov und Oliver Hendrichs im Winter-
semester 2024-25
Disclaimer: Das sind keine offiziellen Lésungen, sondern nur eine getexte Version der Lisungen zu
ausgewdhlten Aufgaben (Dank geht hierbei an Andrei Lavrenov fiir seine Lisungsskizzen), die ich
in meinem Tutorium bespreche. Fehler, Fragen oder Anmerkungen gerne an m.fleischmann@mnet-
online.de .

Wie iiblich, wen das Vorgeplankel nicht interessiert, der kann die Losungen in den grau hinter-
legten Boxen finden.

Aufgabe 1
Bestimme die Determinanten der folgenden Matrizen iiber C:

2 3
LY

5 sin(«) cos(a))

—cos(a) sin(«)

5 1+v2 2-V56
"12+V5 1-V2
1 1 1
4. 1-1 0 1

-1 -1 0

1-2 0 1
1 1 1

6. |1 w w? ,Wobeiw:cos(%”)vtisin(%”)
1 w? w

Lésung:
Wir fassen unser Wissen iiber Determinanten zusammen:

Sei K ein Korper und A € M, (K) eine Matrix deren Eintrdge wir mit a;j bezeichnen. Dann
definieren wir die Determinante von A via Leibniz-Formel als

det(A) = Y sgn(o) [Taj0()
j=1

oeSy

Die Determinante ist eine Kenngrofie einer Matrix, die sie auf eine gewisse Art und Weise charakte-
risiert. Anschaulich kann man die Determinant als ein n-Volumen verstehen das von den n Vektoren
aufgespannt wird, die in den Zeilen, bzw. Spalten von A stehen. n Vektoren spannen genau dann
ein n-Volumen ungleich Null auf, wenn sie den Raum erzeugen. Das bedeutet wir kénnen fiir eine



Matrix erwarten, dass ihre Determinante genau dann Null ist, wenn die Spaltenvektoren keine Basis
des K" bilden. Dazu aber auf Blatt 12 mehr.

Prinzipiell ist die Determinante die Summe aller moglichen Produkte, die Elemente aus A wéh-
len, sodass in jeder Zeile und Spalte genau ein Eintrag in das Produkt mit einfliefft. Etwas ausfiihr-
licher: Wir konstruieren einen der Summanden der Determinante indem wir uns eine Kombination
von genau n Eintrdgen in A nehmen, sodass in keiner Zeile oder Spalte zwei Eintrage gewahlt wer-
den. Dazu kénnte man beispielsweise einen beliebigen Eintrag aus der ersten Zeile wéhlen, dann
einen Eintrag aus der zweiten Zeile, der aber in einer anderen Spalte liegen muss, etc. Wenn wir also
jeder der Zahlen 1 bis n (wir wihlen pro Zeile einen Eintrag und es gibt n Zeilen) jeweils eine Zahl in
{1,...,n} zuordnen, sodass keine der Zahlen doppelt vergeben wird (das entspricht der Zuordnung
der Spalten, die man ja nummerieren kann), dann kénnen wir das als Permutation o verstehen.

Daher kommt der Eintrag a; ,(;). Das Produkt dieser Eintrige ist nun also ein Summand. Wir
iiberlegen uns noch, dass wir die Eintrdge je nach Vorzeichen der Permutation mit unterschiedli-
chem Vorzeichen versehen wollen, da wir dadurch erreichen, dass die Determinante Null ist, wenn
zwei Zeilen oder Spalten gleich sind, und summieren iiber alle Permutationen auf. Es gibt n! Ver-
tauschungen auf n Elementen, also erwarten wir auch ebenso viele Terme in unserer Summe.

Die Leibnizformel ist fiir Berechnungen eher ungeeignet, ein Hantieren mit n! Termen dieser Form
ist fehleranféllig. Deswegen gibt es folgende einfachere Methoden eine Determinante zu bestimmen.
Fiir 2 x 2-Matrizen ist es besonders einfach:

Sei

A= (Z‘ Z) e My(K)

eine Matrix. Dann ist die Determinante gegeben als

det(A) = ad - bc

In diesem Fall hat die Determinante nur zwei Terme. Der erste Term ad entspricht der trivialen
Permutation, also der Identitat. Wir wahlen die Eintrage a11 und as2. Die Identitat hat positives
Vorzeichen. Der zweite Term bc entspricht der einzigen anderen Permutation in S3, ndmlich der
Transposition (12). Diese hat negatives Vorzeichen und wir erhalten die Eintrage a; 2 und ag ;. Fiir
3 x 3-Matrizen gibt es immer noch eine einfache Formel:

Sei

a1 a2 a13
A=laz1 a2 a3
as1 as2 a33

eine Matrix. Die Formel von Sarrus liefert uns die Determinante:

det(A) = a1,1a2,2a33 + a1,2a2,303,1 + 41,302,103 2 — A3,1G2,201,3 — G3202,301,1 — A3 302,101,2

Man kann sich wie eben {iberlegen wo diese Terme herkommen indem man sich die 3! = 6 Elemente
von S3 aufschreibt und fiir jede dieser Permutationen den zugehérigen Summanden bestimmt. Man
landet genau bei der eben beschriebenen Formel. Es gibt hierbei eine hilfreiche Merkregel. Dafiir
schreibt man die ersten beiden Spalten der Matrix noch einmal hinter die Matrix und malt sich alle
Diagonalen ein. Wie in dieser Grafik dargestellt multipliziert man die Eintrdge entlang der Linien
miteinander. Dabei werden die Linien von oben links nach unten rechts mit positivem und die Linien
von unten links nach oben rechts mit einem negativen Vorzeichen versehen.

Fiir groflere Matrizen gibt es keine so anschaulichen Regeln mehr. Hier kann man die Determi-
nante am besten mit dem GauB-Algorithmus oder mit der Laplace-Entwicklung finden.
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Sei A € M, (K). Wir bezeichnen mit A;; € M,_;(K) die Matrix deren j-te Zeile und k-te Spalte
gestrichen wurde. Die Laplace-Entwicklung nach der j-ten Zeile lautet dann

det(A) = > (-1)7"a;; det(A;x)
k=1
bzw. die Laplace-Entwicklung nach der k-ten Spalte ist

det(A) = Z(—l)ﬁkaj’k det(A; )
j=1

Wir berechnen die Determinante einer n x n-Matrix in diesem Fall also dadurch, dass wir n De-
terminanten von n — 1 x n — 1-Matrizen bestimmen. Bei diesen n — 1 x n — 1-Determinanten koénnen
wir jeweils wieder jede der beschriebenen Methoden anwenden um sie zu berechnen. Angenommen
wir fithren die Laplace-Entwicklung erneut durch, dann héitten wir als néchstes natiirlich n(n - 1)
Determinanten von n—2xn—2 Matrizen. Man kann auf diese Art und Weise also jede Determinante
auf 3 x 3-Matrizen zuriickfithren und dann die Regel von Sarrus anwenden. Gleichzeitig kann man
die Regel von Sarrus auch aus der Laplace-Entwicklung folgern. Das zu zeigen ist eine gute Ubung!

Wir {iberlegen uns das Verfahren kurz an folgendem Fall: Betrachte die Matrix A mit Eintrégen
a;  deren Determinante wir bestimmen indem wir nach der ersten Zeile entwickeln:

0/11 e
A: )
( : Al,l)

Wenn wir alle n! Permutationen betrachten, dann gibt es unter diesen genau (n — 1)! Permutatio-
nen die 1 auf 1 abbilden. Diese Permutationen vertauschen dann sédmtliche anderen Elemente von
{2,...,n} - also genau die Elemente von A; ;, denn jede Permutation wéhlt Elemente so, dass in
jeder Zeile und Spalte nur ein Element zu diesem Summanden der Determinante beitragt. Der erste
Koeffizient ist a; 1, also konnen wir nur Eintrége wahlen, die weder in der ersten Zeile, noch in der
ersten Spalte liegen. Fiir weitere Eintrage funktioniert das ganze analog. Wir werden in der zweiten
Aufgabe eine praktische Anwendung sehen.

Da jede der n Determinanten von (n —1) x (n - 1) Matrizen mit einem Vorfaktor a;; versehen
ist, wobei entweder j oder k konstant bleibt, ist es hier meistens am schnellsten, wenn man nach
der Zeile oder Spalte entwickelt in der die meisten Eintridge 0 sind.

Eine zweite Methode um die Determinante beliebig grofler Matrizen zu bestimmen ist mithilfe
des GauBalgorithmus. Dabei bringen wir die Matrix nach Mdéglichkeit in eine obere Dreiecksform, da
die Determinante dann einfach das Produkt der Diagonalelemente ist. Allerdings muss man bei den
Zeilenumformungen aufpassen, da diese teilweise die Determinante verdndern kénnen. Wir fassen
diese Regeln und einige allgemeine Rechenregeln zur Determinante hier zusammen:



Sei K ein Korper und A, B, D € M, (K) fir n > 1. Es gilt:
1. Transposition lasst die Determinante unverandert.

det(A) = det(AT)

2. Die Determinante ist multiplikativ:

det(AB) = det(A) det(B)

3. Die Determinante einer oberen Dreiecksmatrix ist das Produkt der Diagonaleintrage. Es

gilt also
d1’1 * * e *
0 d272 * e * n
det(D) =det| O 0 d373 e * = H Qjj
S
0 0 0 ... dun

insbesondere ist die Determinante einer oberen Dreiecksmatrix die eine 0 auf der Diago-
nalen hat gleich 0.

4. Die Addition einer Zeile zu einer anderen Zeile verandert die Determinante nicht. Sind
Aq,..., A, die Zeilen von A und gilt

Aq
A= Aj;Ai
A,
mit 4,7 € {1,...,n} und i # j, dann gilt

det(A) = det(A")

5. Vertauschen zweier Zeilen verdndert das Vorzeichen der Determinante. Sind Aq,..., A,
die Zeilen von A und gilt
Ay Ay
A; A;
A= |, A'=|:
A; A;
An Ap,

wobei i # j € {1,...,n} gilt, dann ist

det(A) = —det(A")




6. Multiplikation einer Zeile mit einem Skalar A € K multipliziert die Determinante mit A.
Sind also A1, ..., A, die Zeilen von A und gilt

Ay
A= | aa
A,
fiir ein j € {1,...,n}, dann gilt
det(A") = Adet(A)

Daraus folgt direkt auch
det(AA) = A" det(A)

7. Die Determinante der inversen Matrix ist das inverse der Determinante. Sei also A inver-

tierbar, dann gilt
1

det(A_l) = m

Wir sehen also, dass wir zur Bestimmung der Determinante mithilfe des Gaufl-Algorithmus in
erster Linie beachten miissen, dass die Multiplikation einer Zeile und die Vertauschung von Zeilen
die Determinante dndert. Addition von Zeilen aber nicht.
Nun kénnen wir die Aufgaben angehen.
2 3

kénnen wir die Regel fiir 2 x 2 Matrizen anwenden. Es gilt also

1. Fir

det(A)=2-4-1-3=5

R, =( sin () cos(a))

—cos(a) sin(«)

kénnen wir die Regel fiir 2 x 2 Matrizen anwenden. Es gilt also
det(Ry) = sin(a)? + cos(a)? = 1

wobei wir die allgemeine trigonometrische Beziehung V¢ € R : sin(¢)? + cos(¢)? verwendet
haben. Matrizen dieser Form nennen wir Rotationsmatrizen. Lassen wir diese Matrix auf
einen Vektor wirken, so wird er um den Winkel o gedreht.

3. Fir
B-(31 72 12V%)



wenden wir erneut die Regel fiir 2 x 2 Matrizen an. Es gilt mithilfe der binomischen Formel
(a-b)(a+b) =a®-b2 dass

det(B) = (1+v2)(1-v2) - (2+V5)(2-v5)=1-2-(4-5)=0

Wir haben hier also eine deren Zeilen nicht linear unabhéngig sind.

4. Fur
1 1 1
c=]1-1 0 1
-1 -1 0

verwenden wir die Regel von Sarrus. Es gilt also

det(C) =0+ (1) +1-0-(-1)-0=1
5. Fur?

verwenden wir die Regel von Sarrus. Es gilt also, erneut mit der binomischen Formel:

det(D)=1+0+0- (1 -i)(1+4)—(-4%) =-2

S —

1-42

6. Fur
1 1 1
M=|1 w ?

1

w2 w

verwenden wir die Regel von Sarrus. Es gilt also

det(M) = w? +w? + w? —w-w?

—w=-wh+3w? - 2w
Es gilt aulerdem

(5) i)
W = COoS ? +ism|—|)=€e 3

3
also konnen wir bestimmen, dass
;2m 8m ;2m
(JJ4_(€Z3 4—6132613
sowie ) .\ ,
; 2T am g LT
w2—(613)2—e’3:e’5

Setzen wir das in obigen Term ein erhalten wir

3

det(M) =3 (6_7;2?” - eiﬁ)

Wir entwickeln diese Terme erneut mithilfe der Formel e?* = cos(k) + isin(k) und beachten,
dass der Cosinus symmetrisch ist, also gilt cos(27/3) = cos(-27/3), da die beiden Terme



unterschiedliche Vorzeichen haben, heben sie sich gegenseitig auf. Wir verwenden dann noch,
dass Sinus im Gegensatz dazu antisymmetrisch ist, also gilt sin(27/3) = —sin(27/3). Da die
beiden Terme unterschiedliche Vorzeichen haben, addieren sie sich also auf. Wir erhalten:

det(M) =3 (—2@' sm(%”)) =-3iV3

denn sin(27/3) = v/3/2

?Auf dem Tutoriumsblatt der Vorlesungswebsite steht eine andere Matrix. Ich weifl nicht ob das Absicht ist oder
nicht, aber die Matrix hier fand ich wesentlich spannender. Sie ist auBerdem hermitesch, das heifit dass A = A* gilt,
wobei A* die Matrix ist, die man erhélt, wenn A transponiert und danach jeder Eintrag komplex konjugiert wird.

Eine Bemerkung zur letzten Losung und dem Wert von sin(27/3): Ich denke in einer Klausursitua-
tion ist es ausreichend, wenn man die acht wichtigsten Terme weif}, also

cos(0) =1, cos(m/2) = 0,cos(m) = —1,cos(37/2) =0
sin(0) = 0,sin(7/2) = 1,sin(7) = 0,sin(37/2) = -1

und dazu noch, dass der Cosinus symmetrisch und der Sinus antisymmetrisch ist. Man kann hiermit
natiirlich alle Terme der Form sin(k7r/2) und cos(k7n/2) bestimmen, da Sinus und Cosinus 27-
periodisch sind.

Aufgabe 2
Bestimme mithilfe der Laplace Entwicklung die Determinante von

2 5 -3 -2
-2 -3 2 -5
A= 1 3 -2 0
-1 6 4 0

Losung:
In der Diskussion zur ersten Aufgabe hatten wir die Laplace-Entwicklung bereits ausfiihrlich be-
schrieben. Wir bestimmen mit ihr die Determinante

Da die letzte Spalte der Matrix A zwei Nulleintrége hat, entwickeln wir die Matrix nach der letzten
Spalte. Es ergibt sich also

-9 =3 % 2 5 -3
det(A) = (-1)°(-2)det| 1 3 -2|+(-1)°(-5)det| 1 3 -2
-1 6 4 -1 6 4

die Determinanten der beiden Untermatrizen bestimmen wir mit der Regel von Sarrus:
det(A14)=-24-6+12+6-24+12=-24

und
det(A24)=24+10-18-9+24-20=11

damit ergibt sich
det(A) =2(-24) - 5(11) = -103



Aufgabe 3
Finde ein Beispiel einer Untergruppe der Ordnung 6 von Sjy.

Losung:
Wir erinnern uns an die beiden Begriffe von Ordnung.’

Sei G eine Gruppe und sei g € G. Dann ist die Ordnung der Gruppe G definiert als
Ord(G) =
und die Ordnung des Gruppenelements g ist definiert als
Ord(g) =inf({neN"|g" =eg})

mit der Vereinbarung inf(@) = +oo

Die Ordnung einer Gruppe ist also genau die Anzahl der Elemente der Gruppe. Die Ordnung eines
Gruppenelements (die wir hier nicht brauchen, aber es ist sicherlich gut, wenn man davon schonmal
gehort hat) ist also die kleinste mogliche Zahl n, sodass g™ das neutrale Element ergibt. Gibt es
kein solches n, dann sagen wir, dass das Element unendliche Ordnung hat (das wére beispielsweise
fir jedes Element z # 0 in der Gruppe (Z, +) der Fall.).

Unser Ziel ist es also nun eine Untergruppe von .Sy mit 6 Elementen zu finden. Allgemein ist S,
so definiert:

Sei X eine beliebige Menge. Dann definieren wir die Symmetrische Gruppe von X als
Sx ={f:X - X | f bijektiv}.

Gilt X ={1,...,n} fir ein n € N*, dann notieren wir diese Gruppe als S,,.

Sy, ist also die Gruppe aller bijektiven Abbildungen von {1,...,n} auf sich selbst. Anders gesagt:

Ein Element von S, ist eine Abbildung die jedem Element aus {1,...,n} ein eindeutiges Element
aus derselben Menge zuordnet. Anschaulicher ist es vielleicht, wenn man sagt, dass ein Element
o € Sy, genannt Permutation die Elemente in {1,...,n} vertauscht. Es gilt, dass S,, insgesamt n!

Elemente enthilt, also Ord(S,,) = n! gilt. Fiir Permutationen gibt es folgende Schreibweisen:

Sei n € N*. Sei 0 € S,,, dann gibt es die sogenannte Zweizeilenform in der o so aussieht:

[ 1 2 n
7= (0(1) o(2) ... J(n))
Eine weitere Schreibweise ist die Darstellung in Zyklen. Vertauscht o die Elemente s1,..., sk
in folgender Form: s; wird auf s, abgebildet und s; wird auf s;_; fiir j € {2,...,k} abgebildet,
dann schreiben wir
g = (81 SS9 ... Sk)

Die erste Schreibweise ist einfacher zu verstehen, aber unhandlicher. Wir betrachten ein Beispiel
aus S4. Sei 0 € S die Permutation die alle Elemente zyklisch vertauscht. Das heif3t

o(1)=2, 0(2)=3, o(3)=4, o(4)=1

! Achtung: In meinen beiden Tutorien hatte ich filschlicherweise die Ordnung eines Gruppenelements als 0, statt
als +oo definiert, wenn es kein geeignetes, endliches n gibt.



dann schreiben wir das als

(12 3 4
77 2 3 4 1

Unter jedem Element der ersten Zeile steht also nun, auf welche Zahl es durch ¢ abgebildet wird.
Etwas komplexer, aber sehr viel praktischer fiir Rechnungen ist die zweite Schreibweise mit

Zyklen. An sich ist ein Zyklus ein Tupel aller Zahlen die von ¢ verdndert werden, indem hinter jede

Zahl ihr Urbild geschrieben wird. Betrachten wir die gleiche Permutation wie eben, so erhielten wir

c=(1 4 3 2)

Wollen wir hier wissen, worauf eine beliebige Zahl abgebildet wird, gehen wir in den Zyklus und
schauen, welche Zahl links davon steht. Wollen wir wissen, was o(3) ist, dann sehen wir in diesem
Zyklus, dass 4 links von der 3 steht, also ist o(3) = 4. Die einzige Ausnahme bildet dabei immer die
erste Zahl des Zyklus. Diese wird immer auf den letzten Eintrag abgebildet. In diesem Fall wiirden
wir, wenn wir wissen wollten, was o(1) ist, also auf die 1 schauen. Da diese an erster Stelle steht,
wissen wir, dass ihr Bild an letzter Stelle steht, also o(1) = 2 gilt. Kommt eine Zahl in einem Zyklus
nicht vor, dann wird sie durch die Permutation unverdndert gelassen. Angenommen wir betrachten
das Element (1 4 3 2) nun als Permutation in S5, dann hétten wir (bei gleicher Schreibweise)
nun zusétzlich noch die Information, dass o(5) =5 gilt.

Besonders praktisch ist die Zyklenschreibweise bei der Hintereinanderausfithrung von Permuta-
tionen. Schreiben wir, bei obigem Beispiel

c(3)=(1 4 3 2)(3)=4

dann sehen wir direkt, wie wir mit Verkniipfungen von Zyklen arbeiten miissen. Es gilt beispielsweise
flir

or=(1 4 3), o02=(2 3), o3=(1 4)

dass (hier werden viele Klammern weggelassen, weil es sonst arg uniibersichtlich wird)

oroo003(2)=(1 4 3)(2 3)(1 4)(2)
=(1 4 3)(2 3)(2)
=(1 4 3)(3)=4

wir arbeiten uns hier also von Rechts nach Links vor. Der erste Zyklus enthélt keinen Eintrag 2,
also wird die 2 unverdndert ausgegeben. Der zweite Zyklus bildet 2 auf 3 ab und der dritte Zyklus
bildet 3 auf 4 ab.

Wir suchen eine Untergruppe G < Sy mit Ord(G) = 6. Da G eine Untergruppe ist, besteht G aus
Permutationen auf {1,2,3,4}. Wir kennen allerdings bereits eine Gruppe mit 6 Permutationen,
die Elemente auf einer Teilgruppe vertauscht.

Auf dem vierten Tutoriumsblatt in Aufgabe 3 hatten wir gezeigt, dass S, eine Gruppe ist,
also natiirlich auch S3. Wir hatten dort aulerdem fiir beliebige Mengen Y ¢ X die Abbildung
1: Sy — Sx definiert und gezeigt, dass sie ein Monomorphismus ist.

Da {1,2,3} c {1,2,3,4} gilt, existiert also ein injektiver Homomorphismus i : S3 - Ss. Da
Bilder von Homomorphismen stets Untergruppen sind und injektive Abbildungen die Anzahl der
Elemente erhalten gilt damit i(S3) < Sy und Ord(i(S3)) = 6, was wir zeigen wollten.

Zur Veranschaulichung tiiberlegen wir uns noch, wie man die Aufgabe ohne die Aufgaben auf dem
vierten Tutoriumsblatt 16sen konnte (indem man diesen Monomorphismus von Hand konstruiert):



Wir betrachten hierzu die Elemente aus S3. Wir wissen, dass S5 eine Gruppe mit 3! = 6 Elementen
ist, also wére sie ein geeigneter Kandidat, wenn wir einen Weg finden, sie in S einzubetten. Wir
wollen also fiir jedes Element o € S3 eine Entsprechung o’ € S4 finden, sodass die Gruppenstruktur
erhalten bleibt.2. Wir withlen dann S% = {0’ |0 € S3} als unsere Untergruppe mit 6 Elementen. Eine
Moglichkeit diese Elemente darzustellen ist

_( 1 2 3 ):> ,_( 1 2 3 4)
7T\o(1) o2) o3)) 77 T\o(1) #(2) o(3) 4

wenn wir also o in Zweizeilenform schreiben, dann konnen wir ¢’ analog aufschreiben und erhalten
damit die Elemente in S5 < S4. Man miisste nun noch priifen, dass o3 tatséchlich eine Gruppe ist.
Ubungsaufgabe: Wie sihe das ganze in Zyklenschreibweise aus?

Aufgabe 4
(e B

Wir betrachten die Menge
1. Zeige, dass H ein Unterring von M3(C) ist.

a,BeC} c My(C)

2. Bestimme die Determinante eines Elements aus H.

3. Zeige, dass die Menge {a? + b* + ¢ + d* | a,b, c,d € Z} abgeschlossen unter Multiplikation ist.

Losung:

Um die Notation kiirzer zu halten werden wir ein Element

a B
B &
als (a, B) schreiben. Die Identifikation ist hierbei bijektiv.

1. Wenn wir zeigen wollen, dass H ein Unterring ist, dann miissen wir zeigen, dass es eine
Untermenge ist und mit den gleichen Operationen und neutralen Elementen wie Ms(C) ein
Ring.

(a) Untermenge:
Das folgt direkt aus der Definition.

(b) Addition:
Die Assoziativitat und Kommutativitdat werden direkt aus M2 (C) geerbt. Das neutrale
Element der Addition ist die Matrix
0 0
0 0

das ist also fiir a = # = 0 gegeben. Man sieht direkt, dass H unter Addition abgeschlossen

Das ist natiirlich genau das, was unser injektiver Homomorphismus ¢ macht.

10



ist, da Va, 5,7,0 € C gilt:*

(a_ 6)+(’y_ 5)=((a+v) (B+5))

5 &)\ 7))\ E) @)
Sei ein beliebiges Element (o, 3) gegeben. Da —a, -3 € C gilt, ist damit auch (-«,—/3)
in H. Da die Addition von Matrizen aber komponentenweise geschieht, haben wir da-
mit das Inverse zu («a, ) gefunden. Wir haben alle Eigenschaften gezeigt, also ist H
beziiglich Addition eine Untergruppe.

(¢) Multiplikation:
Auch hier wird die Assoziativitit direkt von My(C) geerbt. Das neutrale Element be-
ziiglich der Multiplikation ist 12, aber das liegt mit (1,0) auch in H. Interessant ist hier
nur noch die Abgeschlossenheit, da es fiir einen Ring nicht notwendig ist, dass jedes Ele-
ment beztiglich der Multiplikation ein Inverses hat (Es gibt auch in M>(C) zahlreiche
nichtinvertierbare Matrizen!). Wir bestimmen also fir «, 3,7, 6 € C, dass

(a_ ﬁ).(v_ 5):(a7—65 a5+ﬂ7):((a7—55) (a5+57))
-8 a) \-0 7 -—ad- Py ay-p9o —(ad + 7)) (ay-p9)

also ist auch das Produkt wieder in H. Damit ist die Multiplikation ein Monoid.

Wir haben hiermit gezeigt, dass H ein Unterring von Ms(C) ist.

. Wir bestimmen die Determinante eines Elements aus H. Dazu seien «, 8 € C, dann gilt mit
der Regel fiir 2 x 2 Matrizen:

dor( % D)= g3 laP oo

Schreiben wir a@ = a + b und § = ¢+ id mit a, b, c,d € R, dann gilt also

det l g =a?+b+ %+ d?

. Wir betrachten die Menge
D={a*+V¥+c*+d*|a,bc,deZ}

und sehen mit der letzten Gleichung der zweiten Teilaufgabe, dass es fiir jedes z € D ein
Element in ¢ € H gibt, sodass det(q) = = gilt. Wir wollen Abgeschlossenheit zeigen, also
miissen wir beweisen, dass es fiir z,y € D ein Element z € D gibt, sodass zy = 2. Angenommen
r=a?+b++d* y=e>+ f2+¢?+h?, dann ist eine direkte Bestimmung der Koeffizienten
z = j2 + k? + 2 + m? moglicherweise recht schwierig. Es gilt aber fiir a = a + b, 8 = ¢ + id und
y=e+if,0 =g+ih, dass

(a_ ﬁ)_(v_ 6):(<cw—66) (a5+57))
=B @) \=0 7] \-(ad+p7) (ay-p0)
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wobei wir das Ergebnis aus der zweiten Teilaufgabe verwendet haben. Wir haben nun erneut
ein Element in H, anders gesagt, mit x = ay — §6 und A = ad + 57 haben wir das Element

(53

gefunden. Da &, A € C liegen, gibt es natiirlich auch Zahlen j, k, [, m € R mit k = j+ik, X = [+im.
Die Determinante ist multiplikativ, also folgern wir

(@ +02+E+d) (e + 2+ g2 +h2=det| & 5)-det(7_ 5)

-5 a -0 7

~a(( % 2)(% )

o (159 b 7)
~(ad +B7) (ay-pB9)
= det| A):j'2+1<:2+z2+n~ﬂ

-\

das heifit das Produkt unserer beiden urspriinglichen Elemente liegt wieder in D, also ist D
abgeschlossen unter Multiplikation.

“Das ist kein Bruch, auch wenn es so aussieht.
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