Lineare Algebra I

Losungsvorschliage zum Tutoriumsblatt 11

MoRITZ FLEISCHMANN

Zur Vorlesung von Prof. Dr. Fabien Morel, Dr. Andrei Lavrenov und Oliver Hendrichs im Winter-
semester 2024-25
Disclaimer: Das sind keine offiziellen Lésungen, sondern nur eine getexte Version der Lisungen zu
ausgewdhlten Aufgaben (Dank geht hierbei an Andrei Lavrenov fiir seine Lisungsskizzen), die ich
in meinem Tutorium bespreche. Fehler, Fragen oder Anmerkungen gerne an m.fleischmann@mnet-
online.de .

Wie iiblich, wen das Vorgeplankel nicht interessiert, der kann die Losungen in den grau hinter-
legten Boxen finden.

Aufgabe 1
Bestimme die Determinanten der folgenden Matrizen iiber C:

11 -1 2

1 01 2 0

14 0 3 1

02 0 O

01 -1 2

9 11 2 0

4 0 2 -1

32 0 4
Losung:

Zur Bestimmung von Determinanten hatten wir bei der ersten Aufgabe von letzter Woche bereits
einiges geschrieben, wir werden hier kein neues Wissen anwenden.

1. Wir betrachten
-1

N O ==
S W N
O = O N

In diesem Fall bietet sich eine Entwicklung nach der letzten Zeile an, da dort alle Eintrége
bis auf einer 0 sind. Damit fallen bereits alle 3 x 3-Determinanten bis auf eine weg. Es gilt

also
1 -1 2
det(A) =(-1)%-2-det[0 2 0
4 3 1

Man konnte hier die Formel von Sarrus anwenden oder nach der zweiten Zeile entwickeln.
Es kommt aufs gleiche raus. Die Entwicklung nach der zweiten Zeile lautet

-1

= O N

1
det]0 2 = (-1)*-2det (i f)
4 3



wobei wir diese Determinante nun mit der iiblichen 2 x 2-Formel berechnen. Es gilt

1 2
det(4 1)—1—8——7

Insgesamt erhalten wir also
det(A)=2-2--7=-28

. Wir betrachten

01 -1 2
11 2 0
B= 4 0 2 -1
3 2 0 4

In diesem Fall gibt es keine Zeile oder Spalte nach der man besonders gut entwickeln kann,
da es in jeder Zeile und Spalte nur einen Term gibt, der gleich 0 ist. Wir kénnen aber nach
der zweiten Spalte entwickeln, weil wir dort immerhin zweimal den Koeffizienten 1 haben.
Es gilt also

12 0 0 -1 2 0 -1 2
det(B) = (-1)%-1-det|4 2 -1|+(-1)*-1-det{4 2 -1|+(-1)%-2-detf1 2 0
30 4 3 0 4 4 2 -1

Wir bestimmen die Determinanten der Untermatrizen mit Sarrus

1 2 0
det]4 2 -1|=8-6-32=-30
3 0 4
0 -1 2
det]4 2 -11=3-12+16=7
3 0 4
0 -1
det]l 2 0]=4-16-1=-13
4 2 -1

also gilt
det(B)=—-(-30)+7+2-(-13) =11

Manchmal kann es schneller gehen, wenn man den Gau-Algorithmus verwendet, oder eine Mischung
aus beidem - das ist aber je nach Matrix unterschiedlich und kann a priori schwer gesagt werden.
Hier kénnte man beispielsweise die erste Aufgabe auch so 16sen:

Wir ziehen zuerst die erste Zeile viermal von der dritten Zeile ab:

11 -1 2 1 1 -1 2
01 2 0|lzaznfo 1 2 o
40 3 1] 7 lo -4 7 -7
02 0 0 02 0 0

wobei wir die Determinante nicht dndern. Wir entwickeln nun nach der ersten Spalte. Da es dort



nur einen Term gibt, der als Vorfaktor +1 hat, miissen wir also nur die Determinante der nachsten
Matrix bestimmen:

1 2 0
det(A) =det|-4 7 -7
2 0 0

und hier konnen wir nach der dritten Zeile entwickeln und miissen nur die Determinante einer
2 x 2-Matrix bestimmen, die auch noch besonders simpel ausféllt:

det(A) = (-1)%-2- det (i _07) =2.(-14) = -28

Sieht man diese Kombination aus Zeilentransformationen und Laplace-Entwicklung schnell, kann
man sich einiges an Zeit sparen.

Aufgabe 2

Bestimme die Inverse der Matrix
1

2 1
A=10 1 1
1 0 2

einmal mit der Kofaktormatrix und einmal mit dem Gauflschen Eliminationsverfahren.

Lésung:
Wir hatten bereits die Inverse einer Matrix definiert und festgestellt, dass nicht alle Matrizen in-
vertierbar sind. Es gilt allerdings folgende Aussage:

Sei K ein Korper und A € M, (K). Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
1. Die Matrix A ist invertierbar.
2. Die Matrix A7 ist invertierbar.
3. Die Zeilenvektoren der Matrix bilden eine Basis von K".
4. Die Zeilenvektoren der Matrix sind linear unabhéngig.

5. Es gilt det(A) # 0.

wobei wir die zweite Eigenschaft nur deshalb erwdhnen, weil sie verdeutlicht, dass man statt Zei-
lenvektoren in diesem Satz genauso gut hitte Spaltenvektoren schreiben kénnen. Die Eigenschaften
kénnen auf unterschiedliche Art gepriift werden, am effizientesten ist jedoch meistens die Bestim-
mung der Determinante, da das normalerweise schneller geht als das Gleichungssystem zur Uber-
priifung der linearen Unabhéingigkeit zu 16sen.

Man beachte, dass man hiermit natiirlich auch {iberpriifen kann ob eine Menge von n Vektoren
eine Basis sind indem man sie in einer Matrix nebeneinander schreibt und danach die Determinante
bestimmt. Anschaulich kann man sich den Zusammenhang auch so {iberlegen: Vektoren vy, ..., v,
sind genau dann eine Basis, wenn sie den gesamten Raum aufspannen. Der gesamte Raum wird von
den Vektoren aber genau dann aufgespannt, wenn das von ihnen aufgespannte n-Volumen ungleich
Null ist. Die Determinante entspricht aber dem von den Vektoren aufgespannten Volumen.

Eine andere Sichtweise ist folgende: Wenn eine Matrix invertierbar ist, dann ist sie Darstel-
lungsmatrix einer invertierbaren linearen Abbildung f : K” - K". Abbildungen sind genau dann
invertierbar, wenn sie bijektiv sind, also muss f bijektiv sein. Eine bijektive Abbildung ist insbeson-
dere surjektiv, also muss das Bild von f genau n-dimensional sein, das heifit der Rang von f ist n.



Der Rang der linearen Abbildung entspricht aber dem Rang der darstellenden Matrix A, also muss
A vollen Rang haben, ergo linear unabhéngige Zeilen haben.

Wenn wir eine Matrix invertieren wollen, dann ist der erste Schritt tiblicherweise zu iiberpriifen,
ob sie iberhaupt invertierbar ist, also fingt man iiblicherweise mit der Determinante an. Die De-
terminante kann man fiir die Invertierung mithilfe der Kofaktormatrix auch direkt verwenden. Wir
definieren dafiir

Sei K ein Koérper und A € M, (K). Dann ist die Kofaktormatriz A € M, (K) eine Matrix mit
Eintragen o;, wobei gilt, dass

Otj,k = (—1)j+k . det(Aj,k)

wobei A; . die n — 1 xn -1 Untermatrix ist, bei der die j-te Zeile und k-te Spalte gestrichen
wurden.
Wir definieren weiterhin noch die Adjunkte von A durch

adj(A) = AT

Wir interessieren uns im Endeffekt fiir die Adjunkte!, denn es gilt

Sei K ein Korper und A € M, (K) eine invertierbare Matrix. Dann gilt
adj(A)- A=det(A)1,
also insbesondere

U T
A —mad_](A)

unsere Aufgabe wird also sein die Kofaktormatrix und die Determinante zu bestimmen, denn damit
kénnen wir direkt die Inverse einer Matrix ausrechnen. Insgesamt miissen wir also eine Determinante
der GroBe n x n und n? Determinanten der GroSe n — 1 x n — 1 bestimmen. Das ist iiblicherweise
ziemlich viel Rechenaufwand und den sparen wir uns gerne. Es kann deutlich schneller sein, wenn
man die Inverse mithilfe des Gauf}-Algorithmus bestimmt. Dafiir beginnen wir mit einer erweiterten
Koeffizientenmatrix, bei der links die Matrix A steht und rechts die Einheitsmatrix und formen dies
per Gaufl um, bis links die Einheitsmatrix steht. Dann steht rechts die Inverse zu A. Wir werden
anhand der Aufgabe genauer sehen, wie das gemeint ist.

Wir wollen zuerst die Kofaktormatrix bestimmen und dariiber dann die Inverse. Wir priifen als
erstes, ob A iiberhaupt invertierbar ist, indem wir die Determinante bestimmen. Wir verwenden
die Regel von Sarrus:

1 21
det|]0 1 1]=2+2-1=3
1 0 2

da det(A) # 0 ist die Matrix also invertierbar. Als néichstes bestimmen wir die Eintridge der
Kofaktormatrix. Da diese jeweils von der Form

ajr = (=1)7% . det(A4; )

!Man sollte die Adjunkte nicht mit der Adjungierten verwechseln. Denn letztere, also A* ist das Transponierte und
komplex Konjugierte von A.



sind, miissen wir also insgesamt 9 Determinanten von 2 x 2-Matrizen bestimmen. Das geschieht
jeweils mit der iiblichen Formel fiir 2 x 2-Matrizen. Wir beachten, dass wir diese Determinanten
noch mit Vorzeichen in der Form

versehen miissen. Wir bestimmen beispielsweise fiir die Eintrage der ersten Zeile:

_(_1)2 L1y _
o1,1 = ( 1) det 0 2]~ 2

_(_1)3 0 1) _
Q12 = ( 1) det 1 1]° 1
1,3 = (—1)4 -det (1) [1) =-1

Die Eintrige haben natiirlich eine Ahnlichkeit zu den Termen der Laplace-Entwicklung, im Ge-
gensatz dazu wird hier aber der Eintrag der Matrix “an dieser Stelle” nicht beriicksichtigt. Wir
bestimmen die anderen 6 Eintrége und erhalten

2 1 -1
A=|-4 1 2
1 -1 1

Die Adjunkte ist nun die transponierte Matrix also

) 2 -4 1
adj(A)=AT=|1 1 -1
-1 2 1
und da A~! = det(A)tadj(A) gilt, erhalten wir
2 41
Al=211 1 -1
3\ct 2 1

Wir berechnen das ganze nun mit dem Gauf3-Algorithmus. Idealerweise sollte hier das gleiche



Ergebnis herauskommen.

1 2 1/1 0 O Zs- 74 1 2 1,1 00
01 1/0 1 0 0 1 1{0 1 0
1 0 2{0 0 1 0 -2 1|-1 0 1
Zs+ 275 1 2171 00
01 1,0 10
0 0 -1 2 1
71— 373
Zz—%Zg 1 2 0|43 =23 -1f3
1 0|3 1z -1f3
00 3|-1 2 1
Z1— 275
Zs-1 (1 00 23 4B 13
2 1 0|1 15 -1f3
0 0 1|-1 23 1A

Wir konnen die inverse Matrix nun auf der rechten Seite der erweiterten Koeflizientenmatrix
ablesen. Es gilt also

2 41
Al= 3 1 1 -1
-1 2 1

Welches der Verfahren man lieber mag ist jedem selbst iiberlassen, ich wiirde aber empfehlen, beide
zu beherrschen, falls in der Klausur explizit nach einem der beiden gefragt wird.

Aufgabe 3
Bestimme die Determinanten tiber C von

2 1 0 0 0
123 n 12 1 0 0
-0 3 n 01 2 0 0

Ap={-1 =2 0 s B”:: Do S € My, (C)
S : 00 0 ) 1
-1 -2 3 0 00 0 1 2

Losung:

Im Prinzip werden auch hier keine neuen Verfahren angewandt, aber man muss nicht mehr die
Determinante einer einzelnen Matrix angeben, sondern eine Formel fiir die Bestimmung der Deter-
minante einer ganzen Familie von Matrizen auf einmal angeben. Die Auslassungspunkte sind hierbei
so zu verstehen, dass die Matrix auf logische Art und Weise fortgesetzt wird. Es kann manchmal
nicht ganz einfach sein zu bestimmen, wie genau dieses logische Fortsetzen aussieht, aber meistens
hilft es sich hier, wenn man sich die Matrizen fiir kleine n explizit aufschreibt.

Das ist eh zu empfehlen, weil man fiir Matrizen dieser Art (in Aufgaben - in der freien Natur nicht
unbedingt) tiblicherweise entweder eine von der Gréfie unabhéngige Formel, oder eine relativ simple
von n abhéngige, geschlossene Formel erhélt. Hat man das dann fiir n = 1,2, 3 schon bestimmt, kann
man haufig bereits die Formel erraten. Arbeitet man dann mit einem bestimmten Ziel vor Augen
kann es héufig bereits sehr viel einfacher sein, die Determinante allgemein zu bestimmen.



1. Wir fangen an die Determinante fiir kleine Arten dieser Matrix zu bestimmen. Es gilt

12 1 2 3
A= (1), A2:(_1 0), Az=|-1 0 3
-1 -2 0

und wir erhalten
det(Al) = 1, det(AQ) = 2, det(Ag) =6

wir konnten also die Vermutung aufstellen, dass det(A,) = n!. Wir wollen das nun mit
Induktion zeigen. Der Induktionsanfang ist mit det(A;) = 1 bereits getan. Also nehmen wir
nun an, dass die Aussage fiir ein n bereits gilt und betrachten die Matrix

1 2 3 n+1

-1 0 3 ... n+1l
Anaa=-1 -2 0 n+1

-1 -2 -3 ... 0

Wir sehen, dass die erste und die letzte Zeile bis auf den n + 1-ten Eintrag gleich, mit
vertauschten Vorzeichen sind. Also addieren wir die erste Zeile zur letzten. Dabei andert sich
natirlich im Rest der Matrix nicht und wir erhalten nun

An  x
A”H:( 0 n+1)

Die Eintrége in der letzten Spalte sind dabei durchgehend n + 1 - interessanter sind aber die
Eintrage in der letzten Zeile, denn diese sind bis auf den letzten alle Null. Wir kénnen nun
also eine Laplace-Entwicklung nach der letzten Zeile durchfithren und erhalten

det(Aps1) = (n+1)det(An) Y (n+1)n! = (n +1)!
also ist unsere Aussage auch fiir A, giltig. Mit vollstdndiger Induktion schlieflen wir, dass

Vn eN:det(A4,) =n!

2. Wir betrachten erneut zuerst kleine Matrizen und deren Determinanten:

5 1 2 10
By =(2), Bgz(1 2), By=|1 2 1
01 2

und

det(Bl) = 2, det(BQ) = 3, det(Bg) =4

und sehen, dass det(B,,) = n+1 eine mogliche Losung wére. Auch hier wollen wir das mithilfe
von Induktion zeigen:



Wir nehmen also an, dass die Aussage fiir ein n bereits gilt und betrachten

210 ... 00

—_
—_
o
o

01 2 0 0
Bn+1 = . .

0 00 2 1

0 00 1 2

Eine Moglichkeit ist hier die Entwicklung nach der ersten Zeile. Damit erhalten wir

110 ..00
021 ..00
det(Bns1) = 2det(B,)-1det|0 1 2 ... 0 0
000 ... 12

den ersten Term koénnen wir mit der Induktionsvoraussetzung bestimmen, fiir den zweiten
Term fallt uns auf, dass wir die Matrix in folgender Form schreiben kénnen:

1 *
0 Bn—l

Hierbei steht 0 natiirlich fiir einen n — 1-Vektor voller Nullen. Wir entwickeln diese Matrix
nach der ersten Spalte und erhalten insgesamt also

det(Bp+1) = 2det(By,) — 1det(B,-1)

Wir miissen unsere Induktionsvoraussetzung nun anpassen und annehmen, dass die Aussage
fir n und n + 1 gilt. Den Induktionsanfang kénnen wir aber wie bisher nehmen, da wir die
Aussage ja nicht nur fiir B;, sondern auch fiir By gezeigt haben. Es gilt also

det(Bn+1)|¥2(n+1)—n:n+2:(n+1)+1

also gilt die Aussage auch fiir Matrizen der Grofle n+1. Mit vollstédndiger Induktion schliefen
wir, dass
VneN:det(B,)=n+1

Vielleicht noch ein Wort zu dieser “doppelten” Induktion. Eigentlich passiert hier auch nichts anderes
als bei der Induktion, wie wir sie kennen. Normalerweise nimmt man einen Induktionsanfang n = 1.
Dann impliziert die Aussage fiir n = 1, dass sie auch fiir n = 2 gilt. Die Aussage fiir n = 2 impliziert,
dass sie auch fiir n = 3 gilt und so weiter.

In unserem Fall zeigen wir zuerst die Aussage fiir n = 1 und n = 2 manuell. Diese beiden Aussagen
implizieren dann mit unserem Induktionsschritt, dass die Aussage fiir n = 3 gilt. Die Aussagen fiir
n =2 und n = 3 implizieren, dass sie fiir n = 4 gilt und so weiter.

Aufgabe 4

Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum iiber einem Korper K. Sei A:V — V eine nichttriviale
lineare Abbildung, sodass A? = A gilt. Zeige, dass es einen Eigenvektor v € V zum Eigenwert 1 gibt.
Losung:

Wir wiederholen die Definition von Eigenwerten und Eigenvektoren:



Sei K ein Kérper und V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum. Sei f: V — V eine lineare Abbil-
dung. Dann nennen wir A € K einen Figenwert und v € V\{0} einen Eigenvektor zum Eigenwert
A, wenn die Gleichung

Av=)v

erfiillt ist. Die lineare Hiille aller Eigenvektoren zu A nennen wir Figenraum zu .

Analog kénnen wir diese Definition auch fiir Matrizen wiederholen, bzw. man kénnte Eigenwerte
und Eigenvektoren auch erst fiir Matrizen definieren und das dann auf lineare Abbildungen iiber-
tragen. Kernpunkt der Definition ist also, dass ein Eigenvektor zu einer Matrix von dieser nur
gestreckt /gekiirzt wird, die Richtung aber immer gleich bleibt. Wenn man einen Eigenvektor kennt,
dann kennt man gleich noch mehr, in unendlichen Koérpern jeweils unendlich viele - denn die Eigen-
vektoren bilden einen Vektorraum. Das sieht man so: Sei A € M,,(K) mit einem Eigenwert A € K
gegeben. Sei nun « € K ein beliebiger Skalar und seien v,w € K" zwei Eigenvektoren zu A. Wir
miissen hier nur Abgeschlossenheit zeigen, da alle anderen Vektorraumeigenschaften aus K™ geerbt
werden. Es gilt
A(av +w) = Aav + Aw = alv + Aw = AM(av + w)

insbesondere ist av + w also erneut ein Eigenvektor und damit ist die Menge aller Eigenvektoren
beinahe ein Vektorraum. Eine Kleinigkeit haben wir hier bisher iibergangen - in der Definition ver-
langen wir fiir einen Kigenvektor, dass v # 0, aber ein Vektorraum muss immer die 0 enthalten.
Das ist auch der Grund, wieso wir die lineare Hiille der Eigenvektoren und nicht nur die Eigen-
vektoren selbst wéhlen. Durch das Hinzufiigen dieses einen Vektors erhalten wir schliellich einen
vollstdndigen Vektorraum.

Der Grund wieso v = Oy nicht als Eigenvektor gezéhlt wird ist folgender. Fiir jeden beliebigen
Skalar p € K gilt, dass

A-OV:/L-OVZOV

also wire dann jedes Element in K ein FEigenwert und unsere Definition ohne Sinn.

Wir werden uns auf dem niichsten Ubungsblatt mit der Bestimmung von Eigenwerten, Eigen-
vektoren und Eigenrdumen beschéftigen und auch eine Anwendung werden wir dort kennen lernen.
Die Aufgabe selbst:

Wir betrachten die Matrix A # 0 mit A% = A. Da die Matrix nichttrivial ist, ist ihr Bild insbesondere
nicht leer. Sei also v € V\ ker(A). Dann gilt

A2 =Av %0
Das heifit fiir den Vektor 0 # w = Av gilt damit
Aw = w

was genau der Eigenwertgleichung fiir den Eigenwert 1 entspricht. Also hat A mindestens einen
Eigenvektor zum Eigenwert 1.



