Lineare Algebra I

Losungsvorschlage zum Tutoriumsblatt 12

MoRITZ FLEISCHMANN

Zur Vorlesung von Prof. Dr. Fabien Morel, Dr. Andrei Lavrenov und Oliver Hendrichs im Winter-
semester 2024-25
Disclaimer: Das sind keine offiziellen Lésungen, sondern nur eine getexte Version der Lisungen zu
ausgewdhlten Aufgaben (Dank geht hierbei an Andrei Lavrenov fiir seine Lisungsskizzen), die ich
in meinem Tutorium bespreche. Fehler, Fragen oder Anmerkungen gerne an m.fleischmann@mnet-
online.de .

Wie iiblich, wen das Vorgeplankel nicht interessiert, der kann die Losungen in den grau hinter-
legten Boxen finden. Es gilt grundsétzlich, dass K ¢ C.

Aufgabe 1
Bestimme die Eigenwerte mit ihren algebraischen und geometrischen Vielfachheiten von

5 -6
6 -9
6 -8

A=

W = N

Losung:
Eigenwerte, sowie ihre Vielfachheiten und wie man diese bestimmt, wurden auf den letzten beiden
Blattern erlautert.

Wir bestimmen zuerst das charakteristische Polynom von A. Es gilt
xa(A) = (2=X)(6-X)(-8—=A)—135-144 +18(6 — A) +54(2-\) —20(-8 - \) = A3 -1
Wir kénnen direkt ablesen, dass eine der Nullstellen 1 ist, also gilt Ay = 1. Wir bestimmen
MB-1):A-D=a?+z+1
Die Mitternachtsformel gibt uns

~1+V/1-4  1xiV/3
2 2

A23 =

also sind unsere beiden anderen Eigenwerte komplex. Es hdngt nun von der Wahl des zugrunde-
liegenden Korpers ab, was unsere Antwort ist.

e Gilt K = R, dann gibt es nur einen Eigenwert. Da dieser die algebraische Vielfachheit 1
hat, ist auch seine geometrische Vielfachheit 1. Achtung: Auch wenn die algebraischen und
geometrischen Vielfachheiten iibereinstimmen, ist diese Matrix nicht iiber R diagonalisierbar,
da die Summe der algebraischen/geometrischen Vielfachheiten nicht 3 ist.

e Gilt K =R, dann gibt es drei Eigenwerte, nadmlich {1,—%}. Da jeder dieser Eigenwerte
die algebraische Vielfachheit 1 hat wissen wir, dass auch die geometrischen Vielfachheiten 1
sind. Da die Summe der Vielfachheiten 3 ist, wire die Matrix tiber C also diagonalisierbar.

Aufgabe 2



Bestimme die Eigenwerte und entsprechenden Eigenrdume der Matrix

€ M5((C)

b

Il
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OO R OO
— = O O O
SO O OO

Ist die Matrix iiber C diagonalisierbar?

Lésung:
Es gibt einen Satz fiir Determinanten von Blockmatrizen:

Sei K ein Korper und A € M, (K). Seien weiter By € My, (K),..., B, € My, (K) Matrizen, sodass
Y31 kj=n. Ist A von der Form

B, * *
a-| B
0 0 B,

dann gilt
det(A) = [ det(B;)
j=1

Haben wir also eine Matrix die wir so in Blécke aufteilen kénnen, dass es eine Diagonale gibt, die nur
aus quadratischen Matrizen besteht und die unter (bzw. iiber) dieser Diagonalen nur Nulleintrige
hat, konnen wir die Determinante sehr viel einfacher bestimmen, indem wir die Determinanten der
einzelnen Blécke multiplizieren. Wir werden das hier anwenden:

Die Matrix A kann auch geschrieben werden als

(B1 O
A—(032 )
wobei
1 00
Blz((l) i), By=10 1 0
010

wir verwenden den Satz iiber Determinanten von Blockmatrizen und bestimmen zuerst

det(B; - A13) = (1-\)?
det(By - M3) = -A(1 - \)?

Und berechnen
det(A - A15) = det(B; — A1y) det(By — All) = -\(1-\)*

also sind die Eigenwerte A\ = 0 mit algebraischer Vielfachheit 1 und Ay = 1 mit algebraischer
Vielfachheit 4. Wir bestimmen nun die Eigenrdume. Wir bestimmen fiir A\; = 0 den Kern von



A-015=A. Man kann an der Matrix A direkt ablesen, dass Aes = 0, also liegt e5 im Kern. Da die
geometrische Vielfachheit nicht gréfler sein kann als die algebraische Vielfachheit, kann es auch
keine weiteren Eigenvektoren geben.

Fiir Ay =1 bestimmen wir den Kern von A — 115, also

0100 O
0000 O
0000 O
0000 O
00 01 -1

Wir haben hier drei Nullzeilen und die anderen beiden Zeilen sind bereits in Zeilenstufenform, also
ist der Kern Dreidimensional. Auch hier konnen wir direkt ablesen, dass ey, es,eq + €5 geeignete
Loésungen des homogenen Gleichungssystems sind. Wir haben also bestimmt:

) A(/\l) =< e5 >

EA(/\Q) =<e1,€e3,4 + €5 >

insbesondere ist die geometrische Vielfachheit V,(A2) =3 # 4 = V,,(\2), also ist die Matrix nicht
diagonalisierbar.

Aufgabe 3
Sei
-6 10
A—(_5 Q)GMQ(R)
gegeben. Bestimme A" fiir n € N.
Lésung:

Diese Aufgabe ist dhnlich zur letzten Aufgabe auf Blatt 13.

Eine direkte Berechnung von A" ist vermutlich kompliziert, deswegen méchten wir einen einfache-
ren Weg. Wir bestimmen dafiir die Eigenvektoren von A. Es gilt

xa(A) = (=6-X)(9-N)+50=X2-3-4=(A+1)(A-4)

also sind die Eigenwerte A\; = —1 und A2 = 4. Da jeder von diesen Eigenwerten algebraische Viel-
fachheit 1 hat, ist die Matrix diagonalisierbar, das heiffit wir finden eine Basis aus Eigenvektoren.
Wir bestimmen die Eigenvektoren durch

-5 10\ oL (2
5 10) 7T T 11
10 10\ (1
5o05)T TR

(Wobei natiirlich alle Vielfachen von v1, vy auch giiltige Eigenvektoren wéren.). Wir kénnen nun
die Standardbasis darstellen durch

€1 =01 -2

€9 = 2’[)2 — U1



Es gilt A™ = A™15 und die Einheitsbasis hat als Spalten genau die Einheitsvektoren e, eqy. Wir
kénnen die Wirkung von A" auf die beiden Vektoren einzeln beschreiben, die Spalten von A™ sind
dann A"e; und A"ey. Wir bestimmen also

A”el = A”(vl - 1}2) = (—1)“’01 - 4”’02
Aleg = A"(2ug —v1) = —(=1)"v1 +2- 4" vy

Wir stellen die Vektoren vy, v2 wieder in der Standardbasis dar und erhalten

" 2(—1)" — 4™
A 61=((_1)n_4n)

n [-2(-1)n+2.47
4 62‘(—(—1)”+2-4”)

und damit gilt

A"‘(Z'(‘l)”—4” —2-(—1)n+2.4n)
DA (1) 4247

Alternativ hitten wir auch eine Basistransformation vornehmen kénnen und die Wirkung von A™ in
Diagonalform auf die Vektoren ausrechnen kénnen - und diese dann wieder zuriicktransformieren.
Das ist aber im Endeffekt genau das Gleiche.

Aufgabe 4
Sei
0 2 1
A=1-2 0 3 EMg(R)
-1 -3 0

gegeben. Bestimme die Spur von A™

Losung:
Die Spur einer Matrix ist wie folgt definiert.

Sei K ein Kérper und A € M,,(K) mit Eintrégen ¢ ;. Dann ist die Spur von A definiert als

tr(A) =) aj;
j=1

Die Spur einer Matrix ist, genau wie die Determinante, basisunabhéngig. Das heifit egal wie wir die
Matrix darstellen, sie hat immer die gleiche Spur. Es gilt

Sei A € M, (C) mit Eigenwerten Aq,..., A, (Wiederholungen erlaubt). Dann gilt

3

det(A) = )\j

<
3
—_

tr(A) = )\j
=1

<
I

Fir diagonalisierbare Matrizen kann man das sofort sehen indem man sie in ihrer Figenbasis dar-
stellt. Denn dann sind die Diagonaleintrage genau die Eigenwerte. Es gilt aber auch fiir alle anderen
Matrizen! Wir nutzen das nun wie folgt aus:



Um die Spur direkt zu berechnen miissten wir A™ berechnen. Dabei kénnten wir vorgehen wie
in Aufgabe 3. Dafiir miissten wir allerdings eine Eigenbasis bestimmen, die Standardbasis in der
Eigenbasis darstellen und danach wieder zuriicktransformieren. In diesem Fall wollen wir allerdings
nur die Spur der Matrix wissen - wie die Eintrége konkret lauten ist nicht wichtig. Also nehmen
wir einen kiirzeren Weg und {iberlegen uns: Ist A diagonalisierbar mit Eigenwerten A1, A2, A3, dann
gibt es eine Transformationsmatrix 7', sodass

T~ AT = diag(\1, Mo, \3) = D

Es gilt tr(A) = tr(D). Wir konnen das wie folgt verallgemeinern:

D =T 'ATT Y ATT .. . TT Y AT =T ' A™T
~—— —— ——
=13 =13 =13

Also bekommen wir D™ durch einen Basiswechsel aus A" - das heifit aber auch, dass D™ und A"
die gleiche Spur haben. Da D diagonal ist, gilt

n

A0 0 X000
D"={0 X 0] =|0 A2 0
0 0 X 0 0 AP

und damit gilt

tr(A™) =tr(D™) = AT + A5 + A5

Wir bestimmen also nun die Eigenwerte von A. Es gilt

xa(A) ==X —6+6-2A-9x-4x=-(N3+14))

Der erste Eigenwert ist A\; = 0, den kann man sofort ablesen. Die Nullstellen von A2 + 14 sind
Vv —14 = +in/14. Mit obiger Rechnung folgt daraus sofort

tr(A") = (iV14)" + (-iV14)"

Wir nehmen nun eine Fallunterscheidung nach n vor. Es gilt:

Sei n =0 mod 4, dann gilt " = (=i)" =1, also tr(A™) =214 .

Sei n =1 mod 4, dann gilt " = 7,(-i)" = —i, also heben sich die beiden Terme gegenseitig
auf. Es gilt also tr(A™) = 0.

Sei n =2 mod 4, dann gilt " = (=i)"” = -1, also tr(A") = -2\/14 .

Sei n =3 mod 4, dann gilt " = —i, (-i)"™ = 4, also heben sich die beiden Terme gegenseitig
auf, also tr(A™) = 0.

Wir sehen hier ein gutes Beispiel dafiir, dass die Spur von Matrizen mit Eintrdgen in Z auch wieder
in 7Z liegt.

Die Aussage, dass tr(A") = tr(D") = 12 A gilt, kann natiirlich fiir alle m € N verallgemeinert
werden.



