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Die ersten Losungen sind noch sehr umfangreich, da ich versuchen werde ein bisschen mathema-
tische Denkweise zu erlautern. Diese sollte man mdglichst schnell verinnerlichen - die Detailliertheit
dieser Losungen wird schnell abnehmen und sich bald auf die konkreten Beweisschritte beschréanken.
Aufgabe 1

Sei U eine Menge. Sei I eine beliebige Indexmenge und seien (A4;);er, A, B,C € U Teilmengen. Zeige
die folgenden Aussagen:

1.
i€l iel
2.
iel iel
3.
(U Ai) =N4
iel iel
4.
)
iel iel
5.
AAB = BAA
6.
(AAB)AC = AA(BAC)
7.
AAg=A
8.
ANA =g
9.
(AAB)NnC =(AnC)A(BnC)
10.

(AAB) = (AU B)\(An B)



11.
(AAB) = (A\B) u (B\A)

12.
(AnB)cC < AcBuC

Losung:

Wir werden exemplarisch einige der Losungen hier ausfithren, den Grofiteil aber nicht, da das nur
zu Wiederholungen fithren wiirde.

Gleichheit von Mengen Zwei Mengen sind gleich genau dann ¢, wenn sie die gleichen Elemente
enthalten. Seien also A, B zwei Mengen, dann kénnen wir die Gleichheit zeigen, indem wir beweisen,
dass jedes Element aus A auch in B liegt und umgekehrt jedes Element aus B auch in A. In Formeln:

(A=B) < (AcB)A(BcA) (1)

Natiirlich ist es im Allgemeinen nicht moglich, fiir jedes einzelne Element einer Menge explizit zu
zeigen, dass es auch in einer anderen Menge liegt. Deswegen wird unser Vorgehen sein, uns ein
allgemeines Element aus dieser Menge zu wahlen und dann die Zugehorigkeit zur anderen Menge
zu zeigen. In der Zermelo-Fraenkel-Mengenlehre ist das ganze unter dem Extensionalitdtsaxiom

VA,B:A=B < VC:(CeA< CeB) (2)

bekannt.

“Die Formulierung “Genau dann”, oder auch “Wenn und nur wenn” bedeutet Aquivalenz. a ist genau dann wahr,
wenn b wahr ist, bedeutet in Formeln A < B

Beginnen wir also nun mit der ersten Teilaufgabe

1.
(UA,) NnB= U(Az n B)
iel iel
Wir wollen nun wie angesprochen vorgehen und wahlen uns ein beliebiges Element x €
(Uier Ai) N B. Zuerst einmal iiberlegen wir uns das ganze wie folgt:

Sei z ein Element in (U;e; A;) N B, dann liegt es im Schnitt von U;c; 4; und B, also liegt es
in jeder der beiden Mengen.

Wenn z in ;s A; liegt, dann gibt es mindestens ein ¢ € I, nennen wir es j, sodass x in diesem
Aj liegt. Natiirlich liegt « auch weiterhin in B.

Wenn z in A; und in B liegt, dann liegt es per Definition im Schnitt von A; und B.

Wenn z im Schnitt von A; und B liegt, dann gibt es mindestens ein ¢ € I (ndmlich j), sodass
x in A; N B liegt.

Da es mindestens ein ¢ € I gibt, sodass x in A; n B liegt, liegt es in der Vereinigung aller
A;n B, also in U;e;(4; n B).

Insgesamt liegt also jedes Element das in der Menge auf der linken Seite liegt auch in der
Menge auf der rechten Seite.

Das bedeutet, dass (U;er A;) N B eine Teilmenge von U;c7(A4; N B) ist. Das wollten wir zeigen.



Man beachte hier das allgemeine Vorgehen: Wir haben das x so gewahlt, dass das einzige, was
wir iiber unser Element wissen ist, dass es in der Menge auf der linken Seite liegt. Insbesondere
heiflt das, dass wir jedes einzelne Element der linken Menge explizit in den Beweis einsetzen
kénnten und er wiirde immer noch genauso funktionieren. Die Benennung des Indexelements j
ist hierbei willkiirlich - sie dient nur dem besseren Versténdnis, tréagt aber keine mathematische
Information in sich. Wir hétten es auch einfach bei i € I belassen kénnen.

Gut, der Beweis ist gefiihrt, er ist allerdings sehr umsténdlich und ausfiihrlich, so etwas wiirde
man normalerweise nicht schreiben. Wir wollen diese Sétze nun in pradikatenlogische Sprache
iibersetzen:

Sei z € (User A;) N B. Es gilt:

xe(UAi)mB:erAi/\:veB (3)
iel iel
=Jiel:xeA;nxeB (4)
=>3Jiel:xe AinB=uze|J(AinB) (5)
i€l

Also gilt (User Ai) N B c Ujer(Ai n B).

Dieser Beweis ist wesentlich préziser und kiirzer. Wenn man sich einmal an die Sprache ge-
wohnt hat, ist er definitiv auch besser lesbar. Man sollte allerdings bedenken, dass fiir grofiere
Beweise Seite um Seite solcher Formeln notwendig wéren und das ist wiederum tiberhaupt
nicht lesbar. Der tatséchlich beste Stil liegt also irgendwo in der Mitte zwischen Ausfiihrlich-
keit und préazisen Formeln. Das ist etwas, das man durch Erfahrung am besten lernt und das
sicherlich auch sehr subjektiv ist.

Der zweite Beweis hat allerdings noch einen weiteren Vorteil: Wenn wir ihn nun von Rechts
nach Links (und von Unten nach Oben) lesen, so stellen wir fest, dass jede der Implikationen
auch in die andere Richtung geht, also tatséichlich eine Aquivalenz ist. Wir sparen uns nun
die Miihe, jeden einzelnen Schritt noch einmal in umgekehrter Reihenfolge aufzuschreiben,
sondern andern unseren obigen Beweis ab zu:

Sei z € (Ujer A;) N B. Es gilt:

xe(UAi)ch»:ceUAiA:ceB (6)
iel i€l
< Jiel:xzeA;nxeB (7)
< Jiel:xe AinB<uxzec| J(4;,nB) (8)
el

Also gilt (User Ai) N B = User (A 0 B)

Damit hétten wir die erste Teilaufgabe bewiesen.

. Diese Teilaufgabe sieht dhnlich aus, nur die Schnittmengen und Vereinigungen wurden ver-
tauscht. Unser Argument wird auf den ersten Blick auch dhnlich aussehen, aber im Gegensatz
zur ersten Teilaufgabe werden wir eine Fallunterscheidung vornehmen. Die Idee ist hierbei wie
folgt: Sind p, q,r logische Aussagen und wir wollen p v ¢ = r beweisen, also “Wenn p oder ¢



gilt, dann gilt auch r”, dann reicht es schon p = r und g = r zu zeigen. Diese Félle so einzeln
zu betrachten ist oft einfacher.

“c” Sei x € (Njer Ai) U B, dann ist x in N,y A; oder in B.
Nehmen wir an, dass x € N;er A; gilt. Dann gilt Vi e I : z € A;. Wenn x in einer Menge
A; liegt, dann liegt « aber auch sicher in A; U B, das heifit = liegt fiir alle ¢ € I in der
Menge A; U B. Also gilt x € N;er(A4; U B).
Nehmen wir an, dass x € B gilt. Dann gilt, dass « auch in A; U B liegt, unabhéngig
davon, was A; ist. Also ist sicherlich z € N;e;(A; U B).
Da wir fur beide Moglichkeiten gezeigt haben, dass = in der rechten Menge liegt, gilt
diese Aussage immer. Das bedeutet wir haben (N;c; A;) U B € N;er(A4; U B) gezeigt.

“2” Sei x € Njer(A; U B) also in jeder Menge A; U B. Fiir ein festes j € I heifit das z liegt
entweder in A; oder in B. Wir nehmen eine Fallunterscheidung vor:
Angenommen z liegt in B. Dann liegt z auch in der Vereinigung von B mit einer
beliebigen Menge, also gilt x € (N;e; A;) U B. In diesem Fall sind wir fertig.
Angenommen z liegt nicht in B. Dann gilt fiir jedes i € I: x € A;u B = x € A;. Das
heifit x € A; fiir jedes i € I, also liegt x im Schnitt aller A;. Dann liegt es aber auch in
(Njer A;) U B und wir sind fertig.

Da wir beide Richtungen gezeigt haben, gilt Gleichheit.

3. Eine weitere Moglichkeit Beweise dieser Art zu fithren ist, dass man direkt Mengen in inten-
sionaler Schreibweise ineinander umwandelt. Dafiir erinnern wir uns, dass alle Mengen A;, B
Teilmengen von U sind. Wir kénnen also jede dieser Mengen als die Menge aller x betrachten,
die eine gewisse Eigenschaft erfiillen, beispielsweise in B zu sein. Man kann also schreiben
B={zeU|xeB}.In diesem konkreten Fall ist das natiirlich nicht besonders hilfreich, aber
man konnte eine Schnittmenge schreiben als AnB = {x e U|xz € AAnx € B}. Fiir diese Aufgabe
sihe das dann zum Beispiel so aus:

(L%Ai):{xEUlﬁ.%E(UielAi)} (9)
={reU|-Fiel:zeA)}
={zeU|Viel:z¢A;}
:{:EEUlViEI:a:EE}

= {eeUlzeNE) =N

iel iel

Ublicherweise sind diese Beweise dhnlich zu den Beweisen in denen man direkt ein Element
nimmt und sich dann an einer Reihe logischer Aquivalenzen/Implikationen entlanghangelt. Es
gibt aber durchaus Situationen in denen diese Schreibweise von Vorteil ist.

Mit diesen Methoden sollte man die weiteren Teilaufgaben gut 16sen kénnen. Wenn man an einer
Aufgabe gerade festhéngt, dann ist es oft hilfreich, es mit einer der anderen Methoden zu probieren.
Natiirlich ist es auch oft hilfreich, sich Bilder zu malen oder einfach eine Pause zu machen und es
am néchsten Tag nochmal zu probieren.



Aufgabe 2
Seien X # &, Y Mengen und f: X - Y, g:Y — X Abbildungen. Wir sagen g ist eine Linksinverse
von f, falls go f = 1x gilt und sagen g ist eine Rechtsinverse von f, falls fog =1y gilt. Zeige:

1. f ist genau dann injektiv, wenn f eine linksinverse Abbildung besitzt.

2. f ist genau dann surjektiv, wenn f eine rechtsinverse Abbildung besitzt.

Lésung:

In dieser Aufgabe sollen wir jeweils zeigen, dass f eine links-/rechtsinverse Abbildung besitzt, wenn
gewisse Bedingungen erfiillt sind. Méchte man die Existenz einer Abbildung (oder eines Objektes
allgemein) zeigen, so kann man diesen Beweis konstruktiv oder nicht konstruktiv fithren. Kon-
struktiv wiirde bedeuten, dass wir diese Abbildung direkt konstruieren - entweder wir geben eine
Methode an, diese Abbildung zu konstruieren oder wir geben eine Funktion g :Y — X explizit an,
indem wir jedem Element aus Y einen Funktionswert in X zuweisen. Beweise dieser Art sind hiufig
anschaulicher! aber in vielen Féllen deutlich schwieriger zu fithren. In einem nicht-konstruktiven
Beweis zeigen wir lediglich, dass ein solches Objekt existiert, geben aber keine Mdoglichkeit an, die-
ses Objekt zu konstruieren. Beweise dieser Art kriegt man zum Beispiel durch Widerspruch: Wenn
wir zeigen kénnen, dass aus der Nichtexistenz eines Objektes @@ die Nichtexistenz eines Objektes P
folgt, wir aber wissen, dass P existiert (beispielsweise durch einen anderen Beweis), so kénnen wir
schlieflen, dass auch @ existiert ohne je etwas explizites iiber ) gesagt zu haben.

1. Wir werden diese Aufgabe in zwei Schritten l6sen. Da wir eine Aquivalenz zeigen wollen,
geniigt es, zwei Implikationen zu zeigen. Also:

“=” Sei f eine injektive Abbildung, es gilt also Vz,z’ € X : f(z) = f(2') = z = 2’. Wir
konstruieren nun explizit eine linksinverse Abbildung g : Y — X. Sei y € Y, dann gibt
es zwei Moglichkeiten. Entweder existiert ein z € X, sodass f(x) = y oder kein = wird
auf y abgebildet. Im ersten Fall wissen wir, dass das = eindeutig ist, da f injektiv ist.
Wir kénnen also g(y) = x eindeutig definieren. Im zweiten Fall konnen wir ein beliebiges
x € X wahlen und darauf abbilden. Da X eine nichtleere Menge ist, wissen wir, dass so
ein z existiert.?2 Wir iiberpriifen nun, ob unsere Abbildung auch linksinvers ist:

(go f)(x) =g(f(x)) =9(y) =z (14)

Wir sehen, dass die Komposition go f jedes Element aus X wieder auf sich selbst abbildet.

<” Wir nehmen an, dass es zu f eine linksinverse Abbildung ¢g:Y — X gibt. Da wir zeigen
wollen, dass f injektiv ist, nehmen wir nun an, dass es x, " € X gibt, sodass f(z) = f(z').
Wir rechnen:

z=g(f(x)) = g(f(a")) =2’ (15)

wobei wir zweimal verwendet haben, dass g o f die Identitat ist.

2. Auch hier zeigen wir die Aussage in zwei Implikationen:

'Es gibt auch Mathematiker die dafiir argumentieren, dass diese Beweise besser sind (und Mathematiker, die dafiir
argumentieren, dass sie nicht besser sind.)

2Es ist hier also wichtig, dass X nichtleer ist. Wir erinnern uns, dass eine Abbildung g : Y — X eine linkstotale
Relation ist - es muss also jedem Element aus Y ein Element aus X zugeordnet werden. Da die leere Menge keine Ele-
mente hat, kann es keine Abbildung von einer nichtleeren in die leere Menge geben. Es gibt allerdings eine (eindeutige)
Abbildung von der leeren Menge in die leere Menge. Wie sieht diese aus?



“=” Sei f surjektiv. Das heift fiir jedes y € Y existiert mindestens ein z € X, sodass f(x) =y
gilt. Wir wollen nun eine Abbildung ¢ : Y — X konstruieren, sodass jedes y auf eines die-
ser x € f~1[{y}] abgebildet wird. Die Schwierigkeit liegt nun darin, dass es unendlich viele
y € Y geben kann und wir fiir jedes dieser Elemente ein Element aus f~[{y}] auswih-
len missen. Dafiir benttigen wir eine sogenannte Auswahlfunktion - die Existenz dieser
Auswahlfunktion wird jedoch nur durch das Auswahlaxiom garantiert. Zur Erinnerung:
Die Mathematik, wie wir sie hier betreiben, beruht auf einer Reihe von verschiedenen
Axiomen, unter anderem den Axiomen der Mengenlehre, die genau beschreibt, welche
Eigenschaften Mengen haben und welche Mengen existieren (oder nicht existieren) kon-
nen. Es gibt eine Reihe verschiedener Axiomatiken, die verbreitetste ist allerdings die
Zermelo-Fraenkel Mengenlehre (abgekiirzt als ZF'). Eine Eigenart dieser Mengenlehre ist
jedoch, dass sie es nicht erlaubt, aus einer unendlichen Menge von Mengen jeweils ein
Element auszuwéhlen. Um dies zu erlauben bendtigt man noch das Auswahlaxiom, das
genau die Existenz einer solchen Funktion garantiert. Es gibt also auch die Zermelo-
Fraenkel Mengenlehre mit Auswahlaxiom (abgekiirzt als ZFC, das C steht fiir “choice”).
Von der grolen Mehrheit der Mathematiker wird das Auswahlaxiom akzeptiert, da es
intuitiv ist und erlaubt, viele intuitive Aussagen zu zeigen. Andererseits wird die Giil-
tigkeit des Auswahlaxioms auch angezweifelt, da daraus auch viele Aussagen folgen, die
unintuitiv wirken, beispielsweise das Banach-Tarski-Paradoxon. Wer sich hier fir die De-
tails interessiert, der kann sich mit Logik und axiomatischer Mengenlehre beschéftigen.
Nun zuriick zum Beweis: Da wir annehmen, dass das Auswahlaxiom gilt, nehmen wir
auch an, dass wir fiir jedes y € Y ein solches 2 € f~1[{y}] auswihlen kénnen, sodass
g(y) = = gilt. Dann gilt offenbar

(fog)(y)=f(g(y))=f(z)=y (16)

also ist f o g die Identitdt auf Y, das heifit es existiert eine rechtsinverse Abbildung g.

“<" Angenommen es gibt eine rechtsinverse Abbildung ¢g:Y — X. Dann gilt fiir jedes y € Y
y=f(9(y)) (17)
also ist g(y) € f1[{y}], also wird auf jedes Element mindestens einmal abgebildet. f ist
also surjektiv.
Aufgabe 3

Sei X eine beliebige Menge. Finde eine Bijektion zwischen der Menge aller Teilmengen von X und
der Menge aller Abbildungen von X in die Menge {@,{@}}. Anders gesagt, finde eine bijektive
Abbildung

f:P(X) — Abb(X, {2, {2}}) (18)

Losung:
Wir definieren zuerst die charakteristische Funktion. Sei X eine Menge und A ¢ X eine Teilmenge.
Dann definieren wir die charakteristische Funktion von A als

14:X-{0,1} (19)
0, z¢A
x'_){l, reA (20)



Da {@,{@}} in Bijektion zu {0, 1} steht, geniigt es also, eine Bijektion zwischen P(X) und Abb(X, {0,1})
zu finden. Wir behaupten, dass
¢:P(X) - Abb(X,{0,1}) (21)
A1y (22)

diese Eigenschaft erfiillt. Um Bijektivitéit zu zeigen, reicht es aus die Existenz einer inversen Abbil-
dung zu zeigen. Die Inverse Abbildung ist

¥ : Abb(X,{0,1}) > P(X) (23)
f@)»{reX: f(z)=1} (24)
Wir {iberpriifen nun fiir eine beliebige Menge A ¢ X:
(Wop)(A)=v(p(A)) =(la) ={zeX:1u(x)=1}=A (25)
und umgekehrt gilt fiir eine Abbildung f(x) € Abb(X,{0,1}):
(pop)(f)(x) =e({y e X[ f(y) =1})(®) = Lyex|(y)-13 () = f(@) (26)
wobei letztere Gleichheit gilt, da f als mogliche Funktionswerte nur 0 und 1 zulésst.

Aufgabe 4
Sei n eine nichtnegative, ganze Zahl. Zeige, dass die grofite natiirliche Zahl, die kleiner als ( V3+ 2)n
ist, ungerade ist. Oder anders gesagt, beweise:

¥neNg:2+[(V3+2)") (27)

Losung:
Wir nehmen eine Fallunterscheidung nach n € N vor.

n =0 In diesem Fall gilt (2+/3)" = (2+/3)? =1 und 1 ist offenbar ungerade.

n =1 In diesem Fall gilt (2 ++/3)" = 2 ++/3 ~ 3,73, die grofite, kleinere natiirliche Zahl ist also 3
und damit offenbar ungerade.

n > 2 Wir verwenden hier die binomische Formel:

(a+b)" = i (?)a("_j)bj (28)

j=0

Wir sehen direkt, dass 2 — /3 < 1 gilt, also auch (2 —/3)" < 1 fiir jedes n > 1. Da 2 - /3
positiv ist, ist auch die Potenz positiv. Wir berechnen nun fiir ein beliebiges n > 2

2+VE)+(2-V3)" =3 (?)gn—fﬁj i3 (Z)Q”-k’(_\/g)k (29)

=0 k=0

=3 (T)r VA e -vay (30)

Wir betrachten nun die einzelnen Summanden: Angenommen j ist gerade, dann gilt V3 =
(—V3)7 = 3’2, Der Summand ist also 27132 also gerade. Angenommen j ist ungerade,
dann gilt (-v/3)7 = —\/§j, der vordere und hintere Summand heben sich also gegenseitig auf.
Insgesamt ist (2 +/3)™ + (2 —+/3)" also eine gerade, natiirliche Zahl. Da uns allerdings nur
(2++/3) interessiert, ziehen wir den zweiten Summanden noch ab. Wir wir oben gezeigt haben,
liegt er zwischen 0 und 1, also ist die nichstkleinere, natiirliche Zahl, die noch {ibrig bleibt,
eine ungerade Zahl.



Aufgabe 5

Seien A, B, C nichtleere Mengen. Zeige, dass es eine Bijektion zwischen der Menge aller Abbildungen
von A x B nach C und der Menge aller Abbildungen von A in die Abbildungen von B nach C' gibt.
Anders gesagt, finde eine bijektive Abbildung

f:Abb(A x B,C) — Abb(A, Abb(B,C)) (31)

Lésung:
Da C nichtleer ist, gibt es ein ¢y € C'. Insbesondere gibt es also eine Abbildung

f:B->C (32)
b ¢y (33)

also ist die Menge Abb(B, C') nichtleer. Wir definieren nun die Abbildungen

¢ :Abb(A x B,C) — Abb(A, Abb(B,(C)) (34)
A — Abb(B,C)
b~ f(a,b)
und
¥ : Abb(A, Abb(B,C)) - Abb(A x B,C') (36)
f (A xB—->C ) (37)
(a,b) = f(a)(b)

Wir behaupten, dass diese beiden Abbildungen zueinander invers sind. Um das zu zeigen: Sei f €
Abb( A, Abb(B,(C)). Wenn wir zeigen wollen, dass (po1)) die Identitét ist, dann muss f also wieder
auf f abgebildet werden. Um zu priifen ob f auf sich selbst abgebildet wird, priifen wir ob die
Abbildung (¢o)(f) jedes a € A auf die gleiche Art und Weise abbildet, wie f selbst. Da f dieses a
auf eine Abbildung von B nach C abbildet, muss tiberpriift werden, ob die beiden Abbildungen gleich
sind. Auch diese Gleichheit iiberpriifen wir, indem wir testen, ob ein b € B auf das gleiche Element
in C abgebildet wird. Dies wird allerdings durch einfaches Einsetzen schnell gezeigt. Umgekehrt
miissen wir fiir eine Abbildung g : A x B — C zeigen, dass ein Tupel (a,b) € A x B von g und
(¢ o ¢)(g) auf die gleiche Art und Weise nach C' abgebildet wird.



