Lineare Algebra I

Losungsvorschliage zum Tutoriumsblatt 9

MOoRITZ FLEISCHMANN

Zur Vorlesung von Prof. Dr. Fabien Morel, Dr. Andrei Lavrenov und Oliver Hendrichs im Winter-
semester 2024-25
Disclaimer: Das sind keine offiziellen Lisungen, sondern nur eine getexte Version der Lisungen zu
ausgewdhlten Aufgaben (Dank geht hierbei an Andrei Lavrenov fiir seine Losungsskizzen), die ich
in meinem Tutorium bespreche. Fehler, Fragen oder Anmerkungen gerne an m.fleischmann@mnet-
online.de .

Wie tiiblich, wen das Vorgeplénkel nicht interessiert, der kann die Losungen in den grau hinter-
legten Boxen finden.

Aufgabe 1

Wir betrachten die Basis by = (1,0,1),bg = (2,-1,1),b3 = (-1,1,3) von V = R3. Bestimme die duale
Basis von V.

Lésung:

Wir erinnern uns an die Definition einer dualen Basis:

Sei V' ein K-Vektorraum mit einer Basis vy,...,v,. Die duale Basis ist eine Menge linearer
Funktionale d,...,d, € V* sodass

dj(vi) = i

Insbesondere ist die duale Basis eine Basis des Dualraums. Es bietet sich an die duale Basis der
Standardbasis eines Vektorraums als die duale Standardbasis zu bezeichnen und auch als kanonische
Basis zu verwenden. Wir schreiben also fi,..., f, € (K")* fiir Elemente f;, sodass

filex) =8k

wobei e die Standardbasisvektoren von K" sind. Der Vorteil einer so ausgezeichneten Basis ist, dass
man eine “kanonische Schreibweise” fiir Dualvektoren hat. Damit sind Rechnungen relativ simpel:
Sei v = (3,1,5) = 3e1 + ea + Sez € R3 und seien dy = 2f; — 4fy + %fg,dg = fo € (R®)*. Wir wollen
iiberpriifen, ob diese Dualvektoren als duale Basisvektoren in Frage kommen. Wir bestimmen:

di(v) = (2f1 —4fa+ %f?»)(v)
= (2f1(3e1 + €g + Beg) — 4 f2(3e1 + ez + Bes) + %f3(3€1 +eg + Hey)

:6—4+§¢1
2
dQ(U) :f2(3€1 +€2+5€3) =1

sehen also, dass d; als dualer Basisvektor nicht in Frage kommt, dy aber prinzipiell schon, diesen
kénnen wir also nun mit den beiden anderen Basisvektoren testen. Da fiir endlichdimensionale
Réaume gilt, dass V' ~ V*, konnen wir das auch einfacher schreiben. Wir notieren dy = (2, -4, %), do =
(0,1,0) und verwenden die Schreibweise als Skalarprodukt, die erste Rechnung wire also di(v) =
(dl,v) =...%1

Es gibt hier zwei Losungen. Die erste verwendet keine Methoden zur Invertierung von Matrizen,
da das zum Zeitpunkt der Herausgabe des Tutoriumsblatt noch nicht in der Vorlesung drangekom-
men war. Die zweite basiert auf dem Invertieren von Matrizen (Die erste ist fiir die Klausur denke
ich nicht von Bedeutung, da man dann Matrizen invertieren darf.). Ohne Invertierung:



Wir wollen Vektoren dy,ds,ds finden, die die Bedingung d;(by) = d;; erfiillen. Dafiir miissen wir
im Endeffekt neun Gleichungen mit neun Unbekannten 16sen. Auf direkte Art und Weise wére das
zu viel Arbeit, also versuchen wir immer mehrere Gleichungen auf einmal zu 16sen.

Es gilt da(b1) = d3(b1) = 0, also konnen wir eine gemeinsame Bedingung an ds und d3 formulieren,
indem wir diese Gleichung lésen. Fiir einen Dualvektor d € (R3)* gilt:

d(bl) =0< d(el) + d(eg) =0=> d(el) = —d(eg)

Der Vektor d kann durch die Dualbasis f1, fa, f3 dargestellt werden, also d = A1 f1 + Ao fo + A3 f3 mit
Aj € R. Es muss gelten, dass

Arfier) + Aafa(er) + Asfs(er) = d(e1) = —d(e3) = —A1fi(es) — Aafa(e3) — Az fs(es)

gilt. Da f;(er) = ;1 gilt, ergibt das A; = —A3, also sind die Vektoren ds,ds von der Form a(f; -
f3) + bfs mit a,b € R. Analog gilt

d(by) =0 < 2d(e1) —d(e2) +d(e3) =0=d(e3) =d(e2) —2d(e1)

also sind die Vektoren dj,ds von der Form af; + bfs + (b—2a) f3. Und drittens
1
d(b3) =0 < —d(e1) +d(e2) +3d(e3) =0 =d(e3) = g(d(el) —d(e2))

das heif3t die Vektoren d1,ds sind von der Form af; + bfs + %(a -b)fs.

Wir sehen nun schon, dass wir fiir jeden Vektor zwei Gleichungen haben. Jede dieser Gleichun-
gen héngt von zwei Variablen ab, eine davon kénnen wir jeweils durch die zweite Gleichung eines
Dualvektors ersetzen. Das machen wir wie folgt:

Der Vektor di = A1 f1 + A2 fo + A3 f3 muss folgende Gleichungen erfiillen:

A3 =2 =2\

1
Ag = §(>\1 -A2)

Eine der beiden Variablen bleibt damit frei. Wir setzen diese beiden Bedingungen gleich und l6sen
dann

1
)\2 —2)\1 = g()\l —)\2) = )\2 = ;)\1

also gilt, wenn wir das ganze als Koeffizientenvektor schreiben d; = A1 (1, ;Z, —}1).
Auf die gleiche Art und Weise folgern wir fiir do = 1 f1 + po fo + ps f3, dass

1
5(#1 —p2) = —p1 = po = 4pg
in Koeffientenschreibweise also do = p1(1,4,-1) und fir ds = v1 f1 + va fo + 13 f3, dass
-V = -2V =1 =1

Das heifit ds = v1(1,1,-1).



Als néchstes wollen wir die Vektoren noch normieren. Wir wissen zwar, dass d; (b2) = d1(b3) =0
gilt, aber miissen noch A\; so bestimmen, dass d;(b1) =1 gilt. Also

1

1= di(br) = M(1, }l), (1,0,1)) = %/\1

also folgern wir A\ = %. Wir verfahren analog mit den anderen Dualvektoren und erhalten
1= d2(b2) = ,U,1<(].,4, _1)7 (27 _17 1)> = _3/1’1
also py = —% und zuletzt

= d3(b3) = I/1<(1, 1, —1), (—1, 1,3)> = —3V1

also v = —% und unsere Dualbasis lautet

4 7 1 1
di=—fit—fo=f3==(4,7,-1
1 3f1+3f2 3f3 3( s by )

1 4 1 1
dy = —=f1 — = fot = fa = =(=1,-4, 1
2 3f1 3f2+3f3 3( ,—4,1)
1 1 1 1
ds=—=fi—=fot=f3==(-1,-1,1
3 3fl 3f2 3f3 3( ,—1,1)

Das ist eine lange und umstidndliche Rechnung, die wir nicht jedesmal explizit durchfithren
wollen, wenn wir eine duale Basis bestimmen. Wir iiberlegen uns also folgendes:
Wir haben drei Gleichungen, die wir gleichzeitig 16sen wollen. Gleichungen kénnen wir mit dem
GauB-Algorithmus sehr viel bequemer 16sen. Also schreiben wir uns die Gleichungssysteme auf:

1 2 -1]1 1 2 -11]0 1 2 -11]0
0O -1 1,0, 0 -1 111, 0 -1 1|0
1 1 310 11 310 1 1 3|1

Dabei gibt uns das j-te Gleichungssystem die Koeffizienten fiir den j-ten Dualvektor. Da alle drei
Gleichungssysteme die gleiche Koeffizientenmatrix haben, kénnen wir diese simultan 16sen. Wir
sehen dann auch direkt, dass das Problem eine Dualbasis zu l6sen dquivalent dazu ist, eine Matrix
zu invertieren. Die Losung sieht nun so aus:

Wir wollen die duale Basis zu b1, b, b3 finden. Dazu kénnen wir die drei Vektoren nebeneinander
schreiben und erhalten die Matrix

1 2 -1
B=|0 -1 1
1 1 3

die duale Basis zu finden ist aquivalent dazu, diese Matrix zu invertieren. Wir bestimmen mit dem



GauB3-Algorithmus:

1 2 -1/1 00\ y (1 2 -1]1 00
0 -1 1{010|—=]0-1 1[0 10
1 1 3|00 1 0 -1 4]-10 1
1 2 -1|/1 0 0
HELE s 4 170 1 0
0 0 3|-1 -11
I1- 1111
1 i 2 0 2 == 1L
I+31II 383
——|0 -105 5 -1
0 0 3|-1 -1 1
1 0 o0ofl3 I -%
T+211
LN I
0 0 3|-1 -1 1
IL.(-1)
4 7 1
md (L0055 -3
e O i B B
00 1|-3 -3 3

Die Losung kénnen wir nun als Zeilenvektoren in der rechten Seite der erweiterten Koeffizienten-
matrix ablesen. Es gilt also

1

dq =§(4777_1)

1
d2:§(_17_471)
ds = £(~1,-1,1)
3 = 3 ) )

Wir sehen, dass die Losung sehr viel schneller zu finden ist.

Aufgabe 2

Wir betrachten die Basis by = (1,0,1),b = (1,1,1),b3 = (2,1,1) von R?. Finde die Basiswechselma-
trix von der Standardbasis in diese Basis.

Lésung:

Wir definieren eine Basiswechselmatrix:

Sei K" ein Vektorraum tiber einem Korper K und seien V' = {vy,...,v,} und B = {b1,...,b,}
Basen von V. Wir definieren die Basiswechselmatriz von V' nach B als eine Matrix Ty mit
folgender Eigenschaft:



Ist v = A\jv1 + ...+ A\ v, gegeben, dann gilt

wobei gilt, dass v = p1b1 + ... + pnby.

Man beachte hierbei, dass eine Darstellung wie (1,2,3) einen Vektor nur dann wirklich bestimmt,
wenn angegeben wird, in welcher Basis diese Darstellung ist. Angenommen es gilt v = e1 + 2es + 3es,
dann wire das v = (1,2,3) in der Standardbasis. Wir kénnen aber fiir den Vektorraum auch die
Basis

b1=€1+62+63
b2=€2+63

b3 = —€3

wéahlen. Dann gilt v = by + by — b3, also v = (1,1,-1) in der B-Basis. Obwohl diese Vektoren also
unterschiedliche Eintrige haben, bezeichnen sie dasselbe Objekt in R?. Der Ubersichtlichkeit halber
werden wir in dieser Aufgabenlésung jeden Vektor jeweils mit einem Index versehen, der angibt in
welcher Basis er gerade dargestellt wird. Im konkreten Fall wiirden wir also

1 1
v=1]2 =|1
3E _1B

schreiben.

Streng genommen ist also eine Aussage, wie v = (1,2,3) ohne Bedeutung, solange man keine
Basis zuweist, aber in der Praxis gibt es dieses Problem eigentlich nicht. Zum einen ist, wenn die
Basis von Bedeutung ist und keine Basis angegeben wird, eigentlich immer die Standardbasis
gemeint.” Auf der anderen Seite gibt es auch viele Eigenschaften, die nicht von einer Basis
abhingen. Beispielsweise sind die Rechenregeln fiir Skalarmultiplikation und Vektoraddition
unabhéngig von der Basis immer gleich giiltig. In diesem Fall bedeutet v = (1,2,3) nur, dass
wir annehmen, dass der Vektor in irgendeiner Basis so aussieht. Wenn wir lineare Abbildungen
als Matrizen darstellen, konnte man streng genommen auch fordern, dass man stets angibt,
welche Basis man fiir die Doméne und den Zielbereich verwendet, aber die meisten interessanten
Eigenschaften sind unabhéngig von der Basiswahl. Beispielsweise hat die Abbildungsmatrix
einer Abbildung f immer die gleiche Determinante, egal in welcher Basis wir den Vektorraum
darstellen.

“Meiner Meinung nach sollte in einer Rechnung in der die Basis von Bedeutung ist und in der mehr als eine
Basis vorkommt, immer angegeben werden, in welcher Basis ein Vektor gerade dargestellt wird. Ich glaube aber,
dass das eine eher uniibliche Praxis ist.

Die Basiswechselmatrix dient nun gerade dazu, diese Darstellungen ineinander umzufithren. Im
Beispiel von gerade eben gilt also

1 1
Tepp| 1 =12
-1 B 3 E



wobei hier die Indizes eigentlich {iberfliissig sind, da man sich die jeweilige Basis aus dem Kontext
erschlieffen kann.

Auch hier betrachten wir wieder zwei Losungen. Zum einen die Losung ohne Invertierung von
Matrizen und die Losung mit Invertierung von Matrizen (Die erste ist fir die Klausur denke ich
nicht von Bedeutung, da man dann Matrizen invertieren darf.).

Wir wollen die Matrix Ts g bestimmen, die in der Standardbasis dargestellte Vektoren erhélt
und uns in der B-Basis dargestellte Vektoren zuriickgibt. Es reicht, wenn das Komponentenweise
geschieht, denn

A1 A1 0 0
TB,E )\2 =TB,E 0 +TB,E )\2 +TB,E 0
A3/ g 0/p 0/g A3/ g

Wir wollen also fiir jeden der Standardbasisvektoren eine Darstellung in der B-Basis finden. Wir
miissen also nun drei Gleichungssysteme mit je drei Gleichungen und drei Unbekannten 16sen, also
z.B. e1 = a1b1 + asby + agbs, das heifdt

1=01+as+2a3
0= a9 + (3
0=0q +as+ag
In diesem Fall sehen wir aus der zweiten Gleichung, dass s = —ar3 gilt. Aus der dritten Gleichung

erhalten wir nun a7 = 0. Setzen wir das in die erste Gleichung ein erhalten wir 1 = —a3 + 2a3, also
a3 =1 und es gilt

1 0
0] =|-1
0/g 1/

Analog 16sen wir die beiden anderen Gleichungssysteme. Es gilt fiir den zweiten Vektor

O=aq+as+ 2a3
l=a9+ a3
0= a1+ Qg + 03
Wir ziehen die dritte Gleichung von der ersten ab und erhalten a3 = 0. Setzen wir das in die zweite

Gleichung ein erhalten wir as = 1 und damit aus einer der beiden anderen Gleichungen oy = —1.
Insgesamt also

0 -1
1| =1
OE OB

und fir den dritten Vektor

0:a1+a2+2a3
0:a2+a3

1=O¢1+O¢2+053

Ziehen wir die dritte von der ersten Gleichung ab erhalten wir a3 = —1 und damit aus der zweiten
Gleichung ag = 1. Setzen wir das in eine der anderen Gleichungen ein erhalten wir oy = 1 und



damit

0 1
o] =11
1E _1B

Allgemein gilt: Ist M eine Matrix mit Spalten S1,...,S,, dann gilt
M €j = Sj

wobei wir hier mit e; den Vektor meinen, der eine 1 an der j-ten Stelle hat und sonst iiberall Nullen -
unabhéngig von Basen. Da aber die Standardbasisvektoren in der Standardbasis genau so aussehen,
konnen wir die Basiswechselmatrix erhalten, indem wir die gewiinschten Bilder nebeneinander
schreiben. Es gilt also

0 -1 1
Tep=|-1 1 1
1 0 -1

Das ist wieder eine umstédndliche Rechnung. Wie in der ersten Aufgabe wollen wir einen einfa-
cheren Weg suchen. Seien nun C, D zwei beliebige Basen von V. Wir sehen, dass T¢ pTpc = 1,
gelten muss, da dies eine Matrix ist, die einen Vektor in C-Basis erhélt und ihn in der gleichen
Basis wieder ausgibt, ihn also unverdndert lassen muss. Da das fiir alle Vektoren gilt, muss das
Produkt die Identitit sein. Es gilt also Te p = T, ,510. Der schnellere Weg ist also, die Matrix zu
invertieren: 7

Wir wollen die Basiswechselmatrix von E nach B bestimmen. Die umgekehrte Basiswechselmatrix
Tg,p konnen wir aber direkt ablesen, da wir bereits die Darstellung der Vektoren b1, b2, b3 in der
Standardbasis kennen. Wir verwenden, dass die Spalten einer Matrix die Bilder der Basisvektoren
sind. Beispielsweise muss also gelten

1 1
Tes|o| =0
0B 1E

also ist by in der E-Basis auch die erste Zeile der Matrix. Es gilt also

11 2
Tep=]0 1 1
11

—_



und es gilt T g = Téle also invertieren wir die Matrix mithilfe des Gauflverfahrens:

1 1 2|1 00 TI-1 1 1 2 1 0 0
01 1{01 0OJ]——]1 0 1 1 0 1 0
1 1 1({0 0 1 0 0 -1|-1 01
1 (~1) 1 1 2|1 0 O
—]1 01 1|0 1 O
0 011 0 -1
II-111 1 1 -1 92
I-2I11 0 0
———] 01 0|-1 1 1
0O 011 0 -1
1 0 0|0 -1 1
& 01 0]-1 1 1
0O 011 0 -1

und koénnen die Matrix nun auf der rechten Seite ablesen. Es gilt also

0 -1 1
Tgp={-1 1 1
1 0 -1

Aufgabe 3

Sei K ein Korper und seien V,U Vektorrdume iiber K. Sei f : U — V eine injektive (surjektive)
Abbildung. Zeige, dass f*: V* - U”* surjektiv (injektiv) ist.

Lésung:

Wir erinnern uns an die Definition einer dualen Abbildung:

Seien U,V Vektorrdume iiber K und f: U — V eine Abbildung. Dann ist die duale Abbildung
definiert durch

f*:V*—>U*
grgof

Wir wollen uns kurz iiberlegen, wieso das Sinn macht:

Ist eine Abbildung g € V'* gegeben, dann ist g eine lineare Abbildung von V nach K. f ist eine lineare
Abbildung von U nach V', also ist go f eine lineare Abbildung von U nach K, also ein Element von
U*.

1. Sei f eine injektive Abbildung. Wir wollen zeigen, dass f* surjektiv ist. Sei dafiir eine lineare

Abbildung h : U - K gegeben, wir miissen ein Urbild finden, also eine lineare Abbildung
g:V > K sodass h=go f=f"(g).
Sei dazu wuy,...,u, eine Basis von U. Da f eine injektive Abbildung ist, sind damit die
Vektoren f(uq),...,f(ur) linear unabhéngig in V. Damit konnen wir sie zu einer Basis
B = f(u1),..., f(ug),w1,...,w; von V erginzen. (Falls dim(U) = dim(V'), dann ist eben
[ =0 und wir haben bereits eine Basis.)

Jede lineare Abbildung ist bereits durch ihre Wirkung auf Basisvektoren bestimmt, also
reicht es, wenn wir uns fiir unser g iiberlegen, wie g auf jeden dieser Basisvektoren wirkt.



Wir kennen bereits die Wirkung von h auf alle Basisvektoren, also konnen wir folgende
Abbildung definieren:

QB—>K
xH{h(uj)a v = f(uy)

0, z=w;j

Wir definieren die Abbildung hier vollstdndig, da wir als Definitionsbereich nur die oben
gewahlte Basis betrachten. Die Wirkung auf die Basisvektoren f(v;) ist dabei festgelegt, aber
die Wirkung auf die Basisvektoren w; ist beliebig, wir konnten statt 0 also jeden beliebigen
anderen Wert in K wéhlen. Diese Abbildung ergénzen wir nun linear zu einer Abbildung
g:U =V, das heifit

g:V->K
arf(ur) +..oapf(ug) + frwy + ... Brwp = a1 g(f(ur)) + ...+ g(f(ug))

und wir haben unsere Abbildung gefunden, denn nun gilt fiir einen beliebigen Vektor u =
aqug +...agu €V, dass

F (@) (w) = (go f)(w) = g(f(onur +... + ojur)) = g (f(ua)) +... + 9(f (ur)) = h(uw)

also ist g ein Urbild von h.

Die Loésung hier ist tibrigens sehr ausfiihrlich - normalerweise wiirde ich g eher wie folgt
definieren: Wir definieren g iiber seine Wirkung auf Basisvektoren. Es gilt dabei g(f(u;)) =
h(u;) und g(w;) beliebig, beispielsweise g(w;) = 0.

2. Sei f eine surjektive Abbildung. Wir wollen zeigen, dass f* injektiv ist. Wir verwenden dazu
die Eigenschaft, dass Homomorphismen genau dann injektiv sind, wenn ihr Kern trivial ist.
Sei also g € ker(f*), das heifit go f = 0, wobei 0 die triviale Abbildung ist. Es gelte also
VueU:g(f(u))=0.

Sei nun vy, ...,v, eine Basis von V. Da f surjektiv ist, gibt es Urbilder uy,...,u, € U mit
f(u;) =vj fiir alle j € {0,...,n}. Da g(f(u)) =0 fiir alle Vektoren gilt, gilt es natiirlich auch
fiir die Vektoren uy, ..., u,. Somit gilt fiir alle j:

0=9(f(u3)) = g(vj)

Da g alle Basisvektoren auf 0 abbildet und damit auch jeden Vektor auf 0 abbildet, kann ¢
nur die triviale Abbildung g = 0 sein. Das heifit f* hat trivialen Kern und ist damit injektiv.

Aufgabe 4

Sei V' ein K-Vektorraum und seien Up,Us < V' Untervektorraume. Sei B; eine Basis von Uj; fiir
je{1,2}. Sei f:U; - U, eine lineare Abbildung und sei A die Darstellungsmatrix dieser Abbildung
in den Basen B; nach Bs. Finde die Darstellungsmatrix von f*: U{ — U; in den dualen Basen.

Losung:
Wir erinnern uns an die Definition von Darstellungsmatrizen:

Sei K ein Korper, seien V, W Vektorrdume tber K und sei f: V — W eine lineare Abbildung.
Sind B eine Basis von V und C eine Basis von W, dann definieren wir die Darstellungsmatrix



von f beziglich der Basen B nach C Mc p(f) durch

(Mc,s(f)v)e=f(vB)c

Das wollen wir kurz erldutern. Die obigen Indizes B, C sind wie bereits in Aufgabe 2 als Hinweis auf
die verwendete Basis zu verstehen. In der Praxis wird man sie also selten finden. Die Idee ist folgende:
Eine lineare Abbildung f : V - W wirkt auf ein Element in V' und gibt ein Element in W zuriick. Das
geschieht Basisunabhéngig. Das heif3t um eine solche Abbildung zu definieren bendtigt man erstmal
keine Basis. Wollen wir aber konkret, das heif3t mit Zahlen, mit dieser Abbildung rechnen, geschieht
das immer beziiglich einer Basis von V und einer Basis von W. Wenn die Abbildung auf jeden
Vektor unabhéngig von seiner Darstellung wirken soll, muss sich die Abbildungsmatrix aber mit der
Basis dndern und deswegen bendétigen wir die Definition einer basisabhéngigen Abbildungsmatrix.

Man kann sich das auch so iiberlegen: Haben wir einen Vektor v € V und zwei Basen By, By von
V', dann ist die Darstellung von v in diesen Basen im Allgemeinen unterschiedlich. Genauso gilt das
fir f(v) € W mit zwei Basen C1,Cs von W. Wir wollen nun unsere Abbildungsmatrizen abhingig
von den Basen so wihlen, dass es keinen Unterschied machen wiirde, ob wir die Abbildungsmatrix
Mc, B, (f) auf den Vektor vp, wirken lassen und somit ein Ergebnis in der Basis C; erhalten, oder
ob wir die Abbildungsmatrix Mc, g, auf den Vektor vp, wirken lassen, einen Vektor f(v)c, erhalten
und das Ergebnis dann mithilfe einer Basiswechselmatrix in €'y darstellen. Daraus folgt auch, dass
folgende Gleichung gilt muss, damit wir Basiswechselmatrizen und Darstellungsmatrizen sinnvoll
definiert haben (natiirlich ist das noch kein Beweis):

MCQ,Bz(f) = TC27C‘1M01,B1 (f)TBth

Natiirlich gilt fiir Darstellungsmatrizen auch stets, dass sie auf einen Vektor komponentenweise
wirken. Haben wir eine geordnete Basis B = by,...,by,, so hat jeder Basisvektor b; in seiner eigenen
Basis eine Darstellung als Standardvektor e;, das heifit eine 1 an der j-ten Stelle und 0 sonst. Fiir
eine Matrix A gilt stets, dass das Bild des Vektors e; die j-te Zeile der Matrix ist. Sei f:V - W
linear. Ist C' nun eine Basis von W mit Vektoren cy,..., ¢y, und gilt (f(b;))c = a1 jc1 +... + m jom
dann gilt fiir die Darstellungsmatrix Mc g(f)

11 Q12 ... Qip

« o .. Qonp
Mes(f)=(f(b)e fb)e - fla)e)=| "0 @22 ™

am,l Oém72 e am,n

Wir verwenden diese Darstellung in folgender Losung:

Wir geben zuerst den Basisvektoren Namen: Sei U; ein n-dimensionaler Unterraum und Us ein
m-~dimensionaler Unterraum, dann definieren wir

By =(by,...,by)
BQZ(Cl,...,Cm)

und die dazu dualen Basen

Dy =B =(dy,...,dy)
D2235 :(glu"')g’m)

10



Wir haben die Darstellungsmatrix A = Mp, g, (f) gegeben, sie hat die Form

al,l 05172 500 al,n
A= Oz%l 05%2 o Oég"n
am1 Op2 ... Qmnp

also wissen wir, dass fiir jeden Vektor b; € By gilt, dass

m
f(b]) =0q,5C1 T 000 Om jCm = Z O ;Ck
k=1

gilt. Wir wollen die Darstellungsmatrix von f* beziiglich der Basen Dy nach D; bestimmen und
iiberlegen uns dabei zu jedem Eintrag, wie dieser aussehen muss. Aufgrund der Struktur einer

Darstellungsmatrix wissen wir, dass gilt

Mp, p,(f*) = (f(91)p, [ (92)Dy - " (9m)Dy)

also bestimmen wir f*(g;) und die Darstellung in der dualen Basis D;. Ein Vektor ¢ € U} hat
dabei die Darstellung g = A\idi + ... + Andy, also gilt ¢(b;) = Aj, da per Definition der dualen Basis
di(b;) = 6, gilt. Wollen wir also fiir das Bild des j-ten Basisvektors in der Di-Basis die k-te

Komponente wissen, lassen wir den ganzen Vektor auf by wirken. Es gilt:

(f*(g5)) (b) = (gj o f)(bg)
= g;(f(bx))

m
=Gj (Z Oéz,kcz)
=1

M3

al,kgj(cl)

o~
Il
i

.k

wobei wir auch verwendet haben, dass g;(cx) = d;k gilt, da Do die duale Basis zu By ist. Wir

tragen das nun in unsere Matrix ein:

Q11 Q21 ... Q1

* Q12 G222 ... Qup2
MDl,Dg(f ) = . . o, .

Oél’n agm 500 am,n

also genau die transponierte Matrix zu A.
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