Lineare Algebra 1

Beispielaufgaben mit Lésungsweg

Aufgabe 1. Wir betrachten den Korper F7; & Z/7Z. Bestimme alle Losungen des fol-
genden linearen Gleichungssystems iiber F7:

Blz-x1 + Bl + [2);-23 = [l
(721 + [4];-z3 = [l (1)
[Bl;-z1 + [Bl;-22 + = (1],
Losungsvorschlag. Wir schreiben das LGS zunéchst in die Form Az = b um:
8] [5l; [2); 1 [1];
(17 (0], [4]7 ] - |2 | = |7
[5; [3l; [0 3 1]

Wir wissen aus der Vorlesung, dass der Losungsraum eines LGS unter elementaren
Zeilen- und Spaltenumformungen erhalten bleibt. Wir vereinfachen also:

Bl; [5l; (27 | [l; 21%72 0z [5l; [l | [5]7 427
[z [0 [ | | —— | [0 [47 | [y :
5], 8l [0]7 | {7 [0]; 87 [ [ 6]

[0 [0z [0)7 | O (., (l0z [0z [O]7 | [0]

Wz [0 @ || == |7 [0 47| [ | =

[0]; 8z [z [ B8l 0], [t7 [8]7 | (1)

Da nur elementare Zeilenumformungen verwendet wurden, gilt also fiir die jeweiligen
Losungsraume:

Lap = L35
Man sieht schnell, dass eine spezielle Losung fiir das obige LGS durch
1
o= 11
0

gegeben ist - ndmlich indem man die einzige freie Variable x3 gleich 0 setzt.
Wir miissen zuletzt also noch den Losungsraum des homogenen LGS bestimmen. Da
auch dieser nach Vorlesung unter elementaren Umformungen erhalten bleibt, gilt:

Z:omogen _ gAEomogen _ {I‘ e [F;LZ.’E — 0}
= {(z1, 29, 23)" € F3|x1 + [4]; - 23 = [0); A o + [5]; = [0],}
= {(z1,22,23)" € Falay = 3] - w3 A vz = [2]; - 23}

= spang, [2],



Damit ist der Losungsraum von (1) der affine Fr-Unterraum

. (1] 3]
Lap=wo+ L, = [ [1]; | + < 2], >

[0]7 [1]7 Fr
Aufgabe 2. Betrachte die folgenden Matrizen:
39 4 6 39 4 6
L 2 5 7 8 4x4 T 2 5 7 8 4x4
A= 13 4 2 €R A= 13 4 2 € Z/8Z
0 0 -2 2 0 0 -2 2
L 5 6 2x2 D . 5 6 4x4
B := <2 3> eR B := (2 3> €Z/8Z
i) Berechne jeweils die Determinanten der einzelnen Matrizen.
ii) Entscheide, ob die Matrizen invertierbar sind.
iii) Berechne jeweils die Inverse der invertierbaren Matrizen.

Lésungsvorschlag. Bevor wir mit der Bearbeitung der Aufgabe beginnen, bemerken
wir, dass Z/8Z kein Korper ist. Wir halten vorab schon einmal fest, dass die Menge
der invertierbaren Elemente (auch Einheiten genannt) durch

(z/8z)" ={1,3,5,7}
gegeben ist. Dabei sind alle Elemente ihr eigenes Inverses.

i) Wir entwickeln die Determinante von A nach der letzten Zeile und verwenden
dann die Regel von Sarrus:

39 4 6
25 7 8
det(A) = det 13 4 9
00 —2 2
3 9 6 3 96
— (—2)-det [ |2 10 10] | +2-det |2 5 8
1 3 2 1 3 2
=2-(604+634+24—-20—-63—-72)+2-(30+ 72+ 36 — 30— 72 — 36)
=2-(—8) =-16

Daraus lisst sich auch sofort die Determinante von A ablesen, néamlich:

-~

det(A) = [det(A)]s = [-16]s =0
Fiir die Berechnung der anderen beiden Determinanten verwenden wir die aus

der Vorlesung bekannte Formel der Determinante fiir 2 x 2 Matrizen:

det(B):det<<; g)) =5.3-6-2=15—-12=3



und analog zu oben koénnen wir die Determinante von B direkt ablesen:
det B = [det(B)]s = [3]s

ii) Die Matrizen A und B sind invertierbar, da ihre Determinanten nicht 0 sind
(wir erinnern uns: in einem Korper gilt K* = K \ {0}).
Die Determinante von B ist in Z /8Z gleich Null, damit ist B nicht invertierbar.
Zwar ist Z/8Z kein Korper, jedoch ist 3 in Zg invertierbar, denn es ist [3]g- [3]s =
[9]s = [1]s. Damit ist B invertierbar.

iii) Wir wollen nun die Inversen zu A, B, B bestimmen. Wir haben bereits mehrere
mogliche Vorgehensweisen kennen gelernt:

1. elementare Zeilenumformungen

39 4 6/1000 13 2 2/2 000 ,
25 7 8/01 00| ta |25 7 8[010 0| 223
1 3 4 2[00 10 "1 3 4 20001 0 5
00 —2 2(0 0 0 1 00 —2 2[00 0 1
4 1 4 1
13523000,1@1332%000
0711?347%100 § [001 =2 4] 2 -1 0 0| zt2m
0 S 0[-3 010 “lo o 1 -+ 0 20
0 0 -2 2/ 0 001 00 -2 210 0 01
13 4 21011 0 00 13 4 2011 0 00
33 3 33 3 z1—224
0010—%0§0 30010—%0§0 5
1
00 0 2|-7 0 %1 o0 o0 1|-f 0 % %
4 7 3 3 5
13 3 0|35 0 =3 =1\ z-45 /1 3003 0 -2 -1
01 =2 0] 5 -1 3 2| =2tfs (0100 —§ —12;5 2 | 21-32
0010—%0%0 0010—§0§0
1 1
00 o0 1|-g 0o 2% 1 0001|-5g 0 2 3
15 85
1000§3—2§7
0100—§—1§2
0010—§0§0
0001|-5 0 2 3
Also ist 5 -
_3 1 2 9
Al =% 5
R B
-5 0§ 2

2. Berechnung mit Hilfe der Adjunkten: wir berechnen also die einzelnen Ein-
trage der Adjunkten z.B. unter Verwendung der Regel von Sarrus:
5 7 8
A=)t det [ [3 4 2] ] =-30
0 -2 2
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3 9 4
Aga= ()" det [ [2 5 7] ] =-8
1 3 4

Wir erhalten also insgesamt:

—30 —48 170 112 L3 -8 7

gl Y oq_ 1 [ 6 16 —50 32| _ —% -1 ? 2
det(A) -6 2 0 -6 0 -5 0 2 0

2 0 -6 -8 —z 0 § 3

Um die Inversen von B und B zu bestimmen, kénnen wir die Formel fiir die
Inverse von 2 x 2-Matrizen aus der Vorlesung verwenden. Fiir eine invertierbare

Matrix M = <a b> ist
c d

M~ = (det(M))~!- ( d _b>

—C a

InRist 37! = %, und somit erhalten wir

1 3 -5 1 =3
3 \—-7 2 -7 2

In Z/8Z hingegen ist 37! = 3, und damit

n—1 __ . 3 3 _ 1 1
(1) - o)

Aufgabe 3. Wir betrachten die folgenden Vektoren im R? bzw. R?:

2

1 3
by=1[0] bo= (1] b3=|2]| bzw c = (?) co = (2)
0 0 1

i) Zeige, dass B := {b1, bo, b3} eine R-Basis von R® und C := {c1, ¢y} eine R-Basis
von R? ist.

ii) Bezeichne mit B die Standardbasis von R3 und mit C die Standardbasis von RZ.
Wir betrachten die lineare Abbildung f : R3 — R2, die durch folgende darstellende
Matrix beziiglich der Standardbasen gegeben ist:

1 -2 1
A::Af,§,5:<0 9 1)

Bestimme die darstellende Matrix Ay 5 ¢ beziiglich der Basen B, C




Lésungsvorschlag. i) Wir wissen aus der Ubung, dass eine Menge von Vektoren
genau dann eine Basis ist, wenn Sie eine maximale linear unabhéngige Menge
ist. Da dimg R® = 3 und dimg R? = 2, reicht es also zu zeigen, dass die Systeme
B bzw. C linear unabhéngig sind. Dazu betrachten wir

1 2 3 9 3
B .= (b1 bQ bg) = 01 2 C:= (Cl Cg) = (1 2)
0 0 1

und berechnen
det(B) =1+#0 det(C)=22-3-1=1#0
Dann ist die darstellende Matrix beziiglich der Basen B,C gegeben durch

— —~ o~ o~ . o~ f— 71 . .
Appe=Mgce Arge Mygp=C -A-B

1_<2 —3>.<1 -2 1). é?;
1 \-1 2 0 2 1)\, 4]

(2 -6 -15
-1 4 10



